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Resumen

En este trabajo se pretende hacer una propuesta didactica para introducir a los estudian-
tes de grado décimo en los conceptos basicos de la topologia general. Con este objetivo se
presentan los tres problemas basicos de la topologia como son: el recorrido de los puentes
de Konigsberg, el Teorema de los cuatro colores y la cinta de Mébius. El trabajo va acom-
panado de un breve recorrido historico de los problemas mencionados y de algunos aspectos

disciplinarios relevantes.

Palabras Clave: Puentes de Konigsberg, teorema de los cuatro colores y teorema de

Pick, cinta de Mo6bius, Topologia y Teoria de grafos.
Abstract

This work intends to make a didactic proposal to introduce students in the tenth grade
basic concepts of general topology. With this objective is the three basic problems of topo-
logy as: the bridges of Konigsberg, the four-color theorem and the Mobius strip. The work

is accompanied by a brief history of these problems and some relevant disciplinary aspects.

Keywords: Konigsberg bridges, Four-color and Pick Theorem; Moébius strip; Topology;

graph theory.
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Introduccion

La ensenanza de las matematicas en educacion basica se ha constituido en un proceso que
presenta multiples retos a los docentes y estudiantes, pues se pretende desde el Ministerio de
Educacién Nacional (MEN) que la preparacién se de en los siguientes tipos de pensamiento:
numérico, métrico, aleatorio, variacional y espacial-geométrico. Este tltimo ha sido relegado
a un segundo lugar ya que en muchas ocasiones presenta baja intensidad horaria, escasez en

profundizacion y bases sélidas.

El pensamiento espacial-geométrico usualmente se encarga de abordar situaciones relacio-
nadas con el cédlculo de areas, perimetros y volimenes. Considero que es necesario abordar
otros conceptos geométricos significativos relacionados con nociones de proximidad, posicién
relativa entre puntos, borde, vecindad, conectividad, compacidad, metricidad, ademas de una
serie de teoremas y axiomas, que estan muy asociados a un tipo de geometria cualitativa, es

decir a la topologia.

La topologia es una rama de las matematicas que ademéds de sus interesantes propuestas,
su aplicabilidad a situaciones reales y la belleza de su complejidad, hace que sea relati-
vamente sencillo trabajar intuitivamente sus nociones béasicas. Ir hasta sus inicios, recrear
los problemas que llevaron a su desarrollo, proponer nuevas situaciones,describirlas, obser-
var las nociones cualitativas de los objetos permitiran un novedoso trabajo en la educacién

secundaria.

Lo que se busca con esta propuesta es generar una serie de actividades para llevar al aula de
clase un contenido matemaético que, ademéds de ser comprensible, brinde diferentes estrategias
de accién al estudiante. Encontramos en la topologia un campo muy poco explorado en la

educacion basica y media, que puede brindar herramientas enriquecedoras para explorar
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el apasionante mundo de las matemaéticas, potenciando de este modo procesos cognitivos y
creativos en nuestros estudiantes, de modo intuitivo, como lo plantean los Estandares Bésicos

de Competencias (MEN, 2003)[12]:

Con el desarrollo de las matematicas y luego de la fisica, se noté también que habia
aspectos espaciales mas intuitivos y cualitativos que los de la geometria, de los que se
desarroll6 una ciencia abstracta del espacio (llamada topologia por la palabra griega
para el espacio o el lugar, topos), los cuales no necesitaban de las nociones métricas. Se
noté también que las nociones métricas no se aplicaban sélo a lo espacial (como en el
caso de longitud, area y volumen) sino también a lo temporal (duracién y frecuencia)

y a otras muchas disciplinas.(p.57)

La propuesta que haremos aborda tres famosos problemas de la topologia: el recorrido de
los puentes de Konigsberg, el teorema de los 4 colores y la cinta de Mobius. A partir de ellos
se pretende que el estudiante se familiarice con la topologia y que tenga algunas nociones
elementales acerca de la misma.

El trabajo se estructura del siguiente modo: en el Capitulo 1 se presenta la resena histérica
de los tres problemas antes mencionados, haciendo referencia especificamente a los hechos
que llevaron al planteamiento y la solucién que se dio de los mismos, los personajes que
intervinieron en su solucion y a los conceptos matematicos que dieron lugar; en el Capitulo 2
se presentan los conceptos bésicos de la teorfa de grafos (definiciones, teoremas, ejemplos)y
se mencionan algunas definiciones de conceptos fundamentales de la topologia como lo son:
abierto, cerrado, frontera, vecindad, superficie orientable y no orientable. Ademas se hara una
exposicion del Teorema de Pick con el que es posible determinar el area de una figura,
relacionando de algtin modo los puntos del interior y de la frontera o borde de la figura dada.
El Capitulo 3 muestra la relacién de la topologia con los estandares curriculares del Ministerio
de Educacion Nacional (MEN). En el capitulo 4 se proponen una serie de actividades para
estudiantes de grado 10, relacionadas con con los tres problemas clésicos de la topologia
antes mencionados. En los anexos se expondran algunas actividades complementarias que
ayudaran a la comprension y apropiacién de ciertos términos y definiciones topologicas,

finalmente se daran las conclusiones del trabajo realizado.



1. Resena Historica

La historia de la matematica nos presenta un recorrido tan fascinante que incluso obliga al
mismo matematico o al lector interesado en esta historia a cambiar su idea de la disciplina.
El descubrimiento de las geometrias no euclidianas, el desarrollo del célculo, los avances en
la teoria de conjuntos y el descubrimiento de la topologia son apenas unos pocos ejemplos
de la transformacién que sufrié la matematica desde el siglo XV 1. La topologia empezo a
establecerse como rama de las matematicas alrededor del siglo XV II, cuando Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646 —1716), filésofo y matematico aleman, en su Characteristica Geometrica,
formula las propiedades bésicas de las figuras geométricas, utilizando simbolos especiales pa-
ra representarlas sintéticamente combinando propiedades mediante ciertas operaciones para

producir otras. Leibniz llamé este estudio andlisis situs o geometria situs[10].

En una carta a Huygens en 1679, Leibniz explica que no le satisface el tratamiento de las
figuras geométricas mediante coordenadas porque, aparte del hecho que este método no era
directo, ni bello, se referia a magnitudes: creo nos falta otro tipo de andlisis propiamente
geométrico o lineal que exprese directamente la localizacion (situs), asi como el dlgebra ex-
presa magnitud. Los pocos ejemplos que daba Leibniz acerca de lo que se proponia construir
implicaban aun propiedades métricas. A pesar de los esfuerzos de Leibniz por tratar de dar
un analisis de tipo mas cualitativo a la geometria, no tuvo repercusién debido probablemente

a la falta de precision de sus ideas y a la carencia de ejemplos que las sustentaran.

Anos mas tarde la solucién a ciertos problemas, que paso a detallar, darian un impulso al

desarrollo de la topologia.
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1.1. Los Puentes de Konigsberg

Konigsberg era un puerto en la antigua Alemania (actualmente pertenece a Rusia y se llama
Kaliningrado), situado en la costa sur del mar Béltico, cerca de la desembocadura del rio
Pregel. El rio dividia la ciudad en cuatro areas de tierra separadas (A,B,C y D), y habia siete
puentes que le permitian a los habitantes de Konigsberg cruzar el rio para poder trasladarse

de una parte a otra de la ciudad como lo muestra la figura [13]

Figura 1-1.: Mapa de Kaliningrado (google maps) antes conocido como Kénigsberg y que muestra

donde se encuentran los siete puentes

Cuenta la historia que los habitantes de la ciudad se divertian intentando cruzar los siete
puentes en un paseo continuo sin cruzar dos veces ninguno de ellos, y existia la idea gene-
ralizada de que realizar el recorrido bajo éstas condiciones era imposible, pues siempre en el
recorrido terminaban omitiendo un puente o cruzando alguno dos veces, pero no tenian como
sustentar esta imposibilidad. Un matemaético inquieto por el desarrollo del conocimiento, se
enterd de tal situacién y con la posibilidad de asociarla directamente a la matematica traté de

darle una solucién convincente. Se trata del matemadtico suizo Leonhard Euler (1707 — 1783)ﬂ

ILeonhard Euler nacié en Basilea el 15 de abril de 1707, su padre Paulus Euler, pastor calvinista, era un

matematico aficionado que habia sido discipulo de Jacques Bernoulli; mientras que su madre, Marguerite
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Figura 1-2.: Grafo Euler.

que resolvié el problema con una idea bastante sencilla pero genial para su época. Hizo un
modelo matematico del problema, es decir, sélo tom¢ la informacién relevante de éste y se
deshizo de hechos como la longitud de los puentes o el area de cada region, y se concentré en
la relacion entre las ciudades y los puentes, nombrando a cada ciudad como un punto y a
cada puente simplemente como una linea que une dos ciudades. El diagrama tomado de [5],
quedd como lo muestra la figura [1-2]

La solucion del problema se encuentra en su articulo titulado Solutio problematis ad
geometriam situs pertinentis(La solucién de un problema referente a la geometria de

posicién) publicado en 1736.

1.2. Teorema de los Cuatro Colores

Es comin que los mapas que se dibujan en un plano sean coloreados de tal manera que
para paises vecinos se usen colores distintos, esto permite distinguir facilmente los diferentes
paises y localizar sus fronteras.

La pregunta ; Cudntos colores se necesitan para colorear un mapa? surge de manera natural,
ya que mientras mas grande y complicado sea el mapa se espera necesitar mas colores, una

posibilidad es colorear cada una de las regiones de colores distintos, pero el objetivo principal

Frucker, tuvo poca influencia en sus estudios. Aunque desde muy joven Euler vio afectada su salud por
serios problemas visuales que mas tarde lo dejarian ciego, fueron muy significativos y decisivos los aportes

que este gran matematico hizo para el surgimiento y desarrollo de la matemética moderna.
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Figura 1-3.: Mapa de los Condados de Inglaterra coloreado con 4 colores. Tomado de

al colorear un mapa es el de usar el menor nimero de colores posible, siempre y cuando se
usen colores distintos para los paises que comparten una frontera.

En 1852, el matemadtico y boténico sudafricano Francis Guthrie(1831 — 1899), observando
el mapa de los condados de Inglaterra (figura encontrd que éste podia ser coloreado
con cuatro colores, de tal manera que condados vecinos tuvieran colores distintos. Guthrie
le pregunté al notable matemético hindi Augustus de Morgan (1806 — 1871), quien en
ese entonces era su profesor de Matematicas en la Universidad de Londres, si era verdad que
cuatro colores eran suficientes para colorear un mapa.

La primera referencia escrita sobre el problema de los cuatro colores es una carta escrita
por De Morgan, dirigida a Sir William Rowan Hamilton y fechada el 23 de octubre de
1852, donde relata la pregunta de su estudiante. A Hamilton no le interesé el problema y
asi lo expres6 a De Morgan (“I am not likely To attempt your “quaternion” of colours very
soon”). Después de alguna reflexion, a De Morgan le parecia claro que cuatro colores eran
suficientes, pero no pudo demostrarlo, y nadie mas pudo hacerlo durante mas de un siglo.
La primera prueba la hizo el, matemético y abogado Alfred Bray Kempe (1849 — 1922) y
la publica en American Journal of Maths en 1879, pero anos mas tarde, en 1890, Percy
John Heawood encuentra un caso para el que la prueba de Kempe no funcionaba, varios
matematicos notables E| hicieron intentos a partir de la féormula de Euler para poliedros

(caras+vértices-aristas=2), de la construcciéon de grafos duales o de incidencia pero sus

2Como:Charles Sanders Peirce, Arthur Cayley, Peter Guthrie Tait



1.2 Teorema de los Cuatro Colores 5

intentos siempre tenian errores que refutaban la validez de la demostracién. Inclusive en
algin momento se llegd a pensar que el problema era irresoluble.

Debido a la complejidad al tratar de demostrar dicho Teorema, se pensé en la utilizacion
de computadores, en 1969, Heinrich Heesch (1906 — 1995), matemético aleman, desarrolla
un algoritmo que intenta implementar con ordenador y realiza diversos test con el programa
Algol 60 en un CDC1604A (en contacto ya con su alumno Wolfgang Haken). En 1976
Haken junto con Kenneth Apple, resolvieron el problema. Asi, lo que por muchos anos se
conocié como la conjetura de los cuatro colores se convirtié en el Teorema de los
cuatro colores.

El problema fue resuelto de una manera muy diferente a la de cualquier intento previo, ya
que se usaron mas de 1200 horas de tiempo de una computadora de alta velocidad para
producir una demostraciéon que ocupa cientos de paginas y aproximadamente 10000 diagra-
mas usando algunos de los algoritmos de Kempe. Hubo mucha publicidad en los medios de
comunicacion por tal hallazgo, pero muchos mateméticos no aceptaron este procedimiento
como una demostracién ya que la maquina habia comprobado con una gran cantidad de
mapas que podian colorearse usando unicamente cuatro colores, pero ;Cémo asegurar la
no existencia de un mapa que no cumpliera con esta condicién? Uno de ellos fue Thomas
Tymoczko, un filésofo especializado en logica y filésofia de las matematicas, quién en su
articulo The four-color Problem and Its Philosophical Significance[20], afirma que para que

la demostracion de un teorema tenga validez, debe:

= Ser convincente: Una demostracién debe tener una secuencia légica que logre convencer

al matematico mas escéptico, sobre la veracidad de un resultado.

= Ser comprobable: Una demostracion es una construccién que puede ser verificada una
y otra vez, tambien se suele decir que la demostracién debe ser debe ser susceptible de

ser comprobada a mano.

= Ser formalizable: Una demostracién, tal como se define en logica, es una secuencia finita
de férmulas de una teoria formal que satisface ciertas condiciones. Es una conclusién

a partir de la deduccién de axiomas de la teoria por medio de reglas de légicas.
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El da esas tres condiciones con el fin de afirmar que la prueba dada al Teorema de los Cuatro
Colores, no podia ser aceptada como una demostracién dentro de la comunidad matematica.
A pesar de las dificultades, los intentos siguen y en 1996 Robertson y otros, utilizando un
ordenador, crearon una prueba que era mas corta, pero aun asi su comprobacion duraba casi
3 horas. Georges Gonthier verifica la prueba, confirma la validez de cada una de las etapas
de la prueba de Robertson y escribe un articulo llamado Formal proof-the four color theorem
(véase [1]).

Hasta el momento no se conoce una demostracién de este teorema que no dependa de una
verificacién por computador, lo que despierta varias inquietudes en la comunidad matemaética
acerca de la validez del uso de los computadores en las pruebas y de si es realmente una

demostracion formal. ([13] y [1])

1.3. La Cinta de Mabius

La cinta de Mobius fascinante por sus increibles propiedades, es una figura geométrica que
parece magica y sorprende a quien la conoce.
Esta figura se obtiene tomando una banda de papel rectangular, girando uno de sus extremos

cortos 180° y uniéndolo al extremo opuesto (véase figura [1-4|)

\ ~.z& -

\ H] [af /

b

- - - &
P i e |
4 i
i
LY e ".| b | ',
g = "w_\pq;:.-" L~
—3 A

Figura 1-4.: Construccién de la cinta de Mobius
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Con este movimiento se obtiene una superficie de una cara y un borde, no orientable y

realizable en tres dimensiones (figura [1-5|).

Figura 1-5.: Cinta de Mobius

Esta famosa cinta lleva su nombre en honor al notable matematico aleman August Ferdinand
Mobius,( 1790 — 1868); el crédito debe ser compartido con el alemén Johann Benedict Listing
(1808 — 1882) quien también encontré este tipo de superficies. Sus avances en topologia
fueron notorios; en el libro titulado Vortstudien zur Topologie aparece por primera vez la
palabra topologia, que Listing define como: Por topologia se entiende a la doctrina de las
caracteristicas de los objetos, o de las leyes de la conexion, de la posicion relativa y de la
sucesion de puntos, lineas, superficies, cuerpos y sus partes, o agregados en el espacio, sin
tener en cuenta las cuestiones de medida o cantidad. Sus hallazgos en cuanto a las superficies
de una sola cara estan en su trabajo Der Census Rdumlicher Complexe [11] publicado en
1862.

Tanto Listing como Mobius fueron estudiantes del matematico aleméan Johann Carl Friedrich
Gauss (1777 — 1855) y se cree que fue él quien pudo haberle sugerido a sus dos estudian-
tes el estudio de este tipo de superficies. Mobius realizé trabajos en geometria analitica,
transformacion proyectiva y estructuras matematicas, conocidas actualmente como redes de
Mébius, formulas de inversion de Mobius, entre otras. Mobius descubrié las superficies de
una sola cara y presentd sus propiedades ante la Académie des Sciences, tras su muerte fue
recuperado su legado e inmortalizado su nombre por una pequena banda de papel con un
giro.

Las propiedades de esta cinta son sorprendentes, sus caracteristicas no se restringen a su
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construccién sino que se extienden a los efectos que tiene al hacer cortes longitudinales o al
cambiar el nimero de giros para su construccion, en la siguiente tabla se relacionan algunas

de las posibles estructuras:

Medios giros | cortes | Fragmentos aparentes | Resultado real

1 1 2 1 banda, longitud 2

1 1 3 1 banda, longitud 2/ 1 banda de
Mobius, longitud 1

1 2 4 2 bandas, longitud 2

1 2 5 2 bandas, longitud 2/ 1 banda de
Mobius, longitud 1

1 3 6 3 bandas, longitud 2

1 3 7 3 bandas, longitud 2/ 1 banda de
Mobius, longitud 1

2 1 2 2 bandas longitud 1

2 2 3 3 bandas longitud 1

2 3 4 4 bandas longitud 1

Por ejemplo, en la primera linea al hacer un corte longitudinal por la mitad, la conjetura
serfa que quedan dos cintas de Mdobius, pero en realidad quedara una cinta mas larga, como

especifica la tabla, de longitud 2.

Figura 1-6.: Corte longitudinal por la mitad de una cinta de Mobius

Ahora, en la segunda linea se remite a una banda de Mobius cortada a un tercio de su
anchura. En este caso parecen resultar tres trozos de papel que al estirarlos, se revelan como

una banda de Mobius y una banda normal. [16]
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Figura 1-7.: Corte longitudinal por la tercera parte de una cinta de Mobius

Este resultado es sorprendente para nosotros, ahora es necesario darle la oportunidad a
nuestros estudiantes de descubrir estos hallazgos, explorar, hacer conjeturas y llegar a solu-
ciones y conclusiones concretas por medio de la experimentacion, socializacion y discusion
de resultados.

Encontramos en la historia una herramienta fundamental y un recurso pedagdgico muy
valioso, que hemos olvidado y descuidado por anos, preocupandonos mas por la mecanizacién
y la operatividad, que igual son importantes, pero a los cuales no se les da un contexto
adecuado. A ello debemos la falta de comprension, aplicacion e innovaciéon por parte de

nuestros estudiantes.



2. Aspectos Disciplinares

Como ya se indicé, el objetivo del presente trabajo es proponer actividades que involucren
conceptos topoldgicos de tal modo que se genere en los estudiantes ciertas nociones que seran
importantes en el desarrollo de la comprensién de limite y continuidad. Por esto los aspectos
disciplinares se abordan desde dos puntos de vista: la teoria de grafos y el desarrollo de
algunos conceptos topologicos tales como: abierto, cerrado, frontera, entorno, continuidad,
superficie no orientable, con el fin de dar sustento a las actividades que se presentan en el
capitulo [4] Las definiciones y teoremas de la teoria de grafos y coloreado de grafos fueron
tomadas principalmente de [I§] y [21], mientras que las definiciones y teoremas de topologia

son tomados de [4] [19].

2.1. Teoria de grafos

La Teoria de grafos es una disciplina antigua con muchas aplicaciones modernas. Sus ideas
bésicas las introdujo Euler en el siglo XV III, cuando utilizé los grafos para resolver el
famoso problema de los puentes de Konigsberg, reseniado en el Céapitulo 1. Para entender
la solucion que Euler di6 al problema de los siete puentes, se estudiaran en este capitulo

algunos conceptos bésicos.

2.1.1. Tipos de grafos

Definicién 1. Un grafo simple G = (V,E) es un par que consta de un conjunto no
vacio V' de vértices, y de un conjunto E de pares no ordenados de elementos distintos de V'

denominados aristas.
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Un ejemplo de grafo se encuentra en la figura con V ={a,b,c,d, e} y
E ={(a,b),(a,d),(a,e), (b, e€), (b,d), (b,c), (d,e), (c,d)}.

e

Figura 2-1.: Grafo Simple

Las aristas de un grafo no son necesariamente segmentos rectos, pueden ser segmentos curvos

O arcos.

Definicién 2. Un multigrafo G = (V, E) consta de un conjunto V' de vértices, un conjunto

E de aristas y una funcién f de E en {{u,v}|u,v € V, u # v}. Se dice que las aristas e; y

ey son aristas maltiples o paralelas si f(e1) = f(e2). (figura [2-2))

a—=

Figura 2-2.: Multigrafo.

En un multigrafo dos o més aristas diferentes conectan los dos mismos vértices. Por ejemplo,

el grafo de la figura tiene tres pares de aristas paralelas.

Definicién 3. Un pseudografo G = (V,FE) consta de un conjunto V' de vértices, un

conjunto F de aristas y una funcién f de E en {{u,v}|u,v € V' }. Una arista e es un bucle,

o lazo, si f(e) = {u,u} = {u} para algin u € V. (figura 2-3))
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al

Figura 2-3.: Pseudografo.

La particularidad de un pseudografo es que puede conectar un vértice consigo mismo por

medio de una arista. En la figura se aprecian dos bucles en los vértices b y c.

Definicién 4. Un grafo dirigido G = (V, E) consta de un conjunto V' de vértices y de un

conjunto F de aristas, que son pares ordenados de elementos de V. (véase figura [2-4])

Figura 2-4.: Grafo dirigido.

En este caso todas las aristas tienen una direccién especifica. En el caso de la figura las

aristas paralelas tienen una direccion opuesta a la otra.

2.1.2. Terminologia en teoria de grafos
Definicién 5. Sea G un grafo y u y v dos vértices de G. Se tiene que:
» Son adyacentes o (vecinos) en G si {u,v} es una arista de G.

» Sie={u,v}, entonces la arista e es incidente con los vértices u y wv.
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= También se dice que la arista e conecta vy v.
= Los vértices u y v son extremos de la arista e.

En el grafo de la ﬁgura {a, b} es una arista de G por lo tanto a y b son vértices adyacentes,
mientras {a, c} no es una arista de G por lo tanto a y ¢ no son adyacentes. Ademds la arista
e es incidente con los vértices a y b asi como la arista f es incidente en los vértices d y e, es
decir, conecta los vértices d y e. También se dice que los vértices d y e son extremos de la

arista f.

Definicién 6. El grado de un vértice de un grafo no dirigido es el ntimero de aristas inci-
dentes con él, exceptuando los bucles, cada uno de los cuales contribuye con dos unidades al

grado del vértice. El grado del vértice v se denota por §(v).
En el grafo de la figura[2-2|6(a) = 4, 6(b) = 6, 6(c) = 3,0(d) =6y d(e) = 3

Teorema 1. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido con n aristas. Entonces,

2n = Z d(v)

veV

Este es denominado como el Teorema de los apretones de manos, y expresa que si
en una reunion varias personas se dan la mano, el nimero total de manos involucradas es
par, debido a que son dos las manos usadas en cada apretén y el niimero total de saludos
corresponde a la mitad del nimero de manos. Lo que afirma el teorema es que la suma de
los grados de los vértices de un grafo es dos veces el niimero de aristas y es cierto
incluso si hay aristas multiples y bucles en el grafo.
En el grafo de la figura se tiene que d(a) = 4, §(b) = 6, d(c) = 3,0(d) =6y d(e) =3
la suma de los grados de los vértices es igual a 22, el nimero de aristas es 11, resultado
que se puede verificar facilmente. Una consecuencia inmediata del teorema [I| se enuncia a

continuacion:
Teorema 2. Todo grafo no dirigido tiene un numero par de vértices de grado impar.

Demostracion:Sea G = (V, E) un grafo y sea V; el conjunto de vértices de grado par y V5 el

conjunto de vértices de grado impar, entonces,
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2n = 25(0) = Zé(v) + 25(1})

veV veVy veVo

como 0(v) es par si v € Vi, el primer sumando del término de la derecha de la dltima igualdad
es par. Ademas, la suma de los dos sumandos de dicho término es par, puesto que esa suma
es 2n; por tanto, el segundo sumando también es par. Como todos los términos que se suman
en ese segundo sumando son impares, tiene que haber un ntimero par de ellos. Por tanto,

hay un nimero par de vértices de grado impar.

2.1.3. Representacion e isomorfismo de grafos

Algunos grafos tienen exactamente la misma forma, ya que hay una biyeccion entre sus vérti-
ces, aristas y grados de los vértices. En tal caso, decimos que los dos grafos son isomorfos.

Otro método consiste en comparar sus matrices de adyacencia y/o incidencia.

Matrices de adyacencia e incidencia

A continuacion se presentan dos tipos de matrices que se usan con frecuencia para representar

grafos. Uno se basa en la adyacencia de vértices y el otro se basa en la incidencia entre vértices

y aristas.
Adyacencia de vértices
Vértices | Vértices adyacentes

a b,c,e

b a

¢ a, d, e

d c, e

e a, c, d

Figura 2-5.: Grafo Simple.
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Ahora bien, supongamos que G = (V, E) es un grafo simple con |V| = n. Supongamos que los
vértices de G se notan de manera arbitraria como vy, vs,...., v,. La matriz de adyacencia
A o (Ag) de G con respecto a este listado de los vértices es la matriz booleana n x n que
tiene un 1 en la posicién (4, j), si v; y v; son adyacentes, y tiene un 0 en la posicién (i, j), si
v; ¥ v; no son adyacentes. En otras palabras, su matriz de adyacencia es A = [a; ;]

1, si{v;, v;} es una arista de G ;

a'ij =

0, en caso contrario

Noétese que la matriz de adyacencia de un grafo depende del orden elegido para los vértices;

por tanto, hay n! matrices de adyacencia distintas para un grafo de n vértices.

Ejemplo 1. Se presentan dos matrices de adyacencia para representar el grafo G = (V, E),
donde v = a,b,c,d (véase figura . En la primera ordenamos los vértices de la forma
v =a,vy =bvg=c yvy=d y en la sequnda ordenamos los vértices vi = b, vy = c,v3 = a

Yy vy =d.

@

0111
1 010
1100
1 000
0110
C
1 010
1 1 01
Figura 2-6.: Grafo Simple. 0010

Ejemplo 2. Una matriz de adyacencia para representar el pseudografo que se muestra en

la figura [2-77 donde vy = a,vy = byus =€ yvy =d es:
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N OO W O
= = O W
N = = O
S N=N

Figura 2-7.: pseudografo.

Matrices de incidencia

Sea G = (V, E') un grafo no dirigido. Supongamos que vy, vs, ..., v, son los vértices y ey, e, ..., €y,
las aristas de GG. Entonces, la matriz de incidencia con respecto a este ordenamiento de V' y

de E es la matriz M = [m;;| n x m dada por

- 1, sila arista e; es incidente con v;;
mij =
0, en caso contrario.

Ejemplo 3. Una matriz de incidencia para el grafo que se muestra en la figura[2-8 es:

110000
= 001101
000011
101000
010110

Figura 2-8.: Grafo no dirigido.
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Isomorfismo de grafos

Definicién 7. Dos grafos son isomorfos si existe una correspondencia uno a uno entre
los vértices de éstos y ademas esta correspondencia respeta las aristas. Esto es: llamemos
G= (V, A) el primer grafo y H= (U, B) el segundo grafo. Un isomorfismo ¢ : G — H es una

funcion que cumple[5];
1. ¢, :' V = U es biyectiva
2. {a,b} € A siy sdlo si {p,(a),p,(b)} € B para todo a, b en V.

Ejemplo 4. Considérese los grafos A y B de la figura[2-9,

Figura 2-9.: Grafos.

Se tiene que 0(e)=0(5)=1 mientras que el grado de cualquier otro vértice es 3. Esto induce
como construir un isomorfismo ¢ de G en H, pues se debe tener entonces ¢(e)=5. Ahora,
para que el isomorfismo respete aristas es necesario que los vértices adyacentes de e vayan a
los vértices adyacentes de 5 por tanto ¢(d) = 4 por la misma razon se puede tomar ¢(a) = 1

y ¢(b) = 3. Por lo tanto la funcion ¢ resulta un isomorfismo de G en H.

En conclusion, para que dos grafos sean isomorfos deben tener el mismo niimero de vértices,
puesto que hay una biyeccién entre los conjuntos de vértices de los grafos, deben tener el
mismo numero de aristas y los grados de los vértices tienen que coincidir. Otra forma de
verificar el isomorfismo entre dos grafos es comparando sus matrices de adyacencia, si éstas

son iguales, los grafos son isomorfos.



18 2 Aspectos Disciplinares

2.1.4. Trayectorias de Euler

Definicién 8. Una trayectoria es una sucesion de vértices con la propiedad de que cada
vértice es adyacente al siguiente, y tal que en la correspondiente sucesiéon de aristas todas las
aristas son distintas. Es permitido que un vértice aparezca en una trayectoria mas de una

vez.

Definicién 9. un grafo G es conexo si para cualquier par de vértices v, w de GG existe una

trayectoria de v a w.

Definicién 10. Un grafo conexo G es euleriano si existe una trayectoria que incluya todas

las aristas de G.

La condicion de que G sea conexo se requiere para excluir aquellos grafos que tienen vértices
aislados. Ahora bien, cabe preguntarnos si todos los grafos tienen una trayectoria euleriana,
de no ser asi, ;Qué tipos de grafo cumplen con dicha condicién? Euler, tratando de resolver
el problema de los puentes de Konigsberg, generalizo este tipo de preguntas del siguiente

modo:
Teorema 3. Un grafo conexo G es euleriano si y solo si el grado de todo vértice es par.

Ejemplo 5. El lector puede verificar que el grafo de la figura[2-10, llamado las cimitarras

de Mahomaﬂ tiene un trayecto euleriano ya que todos los vértices tienen grado par.

Figura 2-10.: Las cimitarras de Mahoma

IEste grafo se asocia a la firma que hizo Mahoma de una sola vez, con la punta de su cimitarra (o espada),

formada por dos lunas crecientes opuestas
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Teorema 4. Un grafo conexo G tiene una trayectoria euleriana si, y solo si, tiene exacta-

mente dos vértices de grado impar.

El teorema [4] se complementa con el teorema [2] y por esto se excluye la posibilidad de que
exista un grafo con sélo un vértice de grado impar, ademads, para que en este caso se pueda
realizar cualquier trayectoria de Euler, debe iniciar en uno de los vértices de grado impar y

terminar en el otro .

Ejemplo 6. En la figura d y b son los inicos vértices de grado impar con 0(d)=3 y
d(b)=3, por esto se puede decir que Gy tiene un trayecto de Euler, cumpliendo la condicion
anterior, la trayectoria tendria como extremos los vértices b y d, asi una posible trayectoria

podria ser: b,a,q, f,e,d,c,qg,b,c, f,d

Figura 2-11.: G;

Como consecuencia del Teorema [ se tiene el siguiente corolario

Corolario 1. St un grafo G tiene mds de dos vértices de grado impar, entonces no puede

tener una trayectoria de Euler.

Ya tenemos el suficiente material para responder la pregunta: ;Es posible recorrer los siete
puentes de Konigsberg de modo que pueda comenzarse a caminar en algin punto de la
ciudad, atravesar todos los puentes y acabar en otro punto de la ciudad? Como vimos, el

problema se puede representar por medio del grafo

El grafo a recorrer es el siguiente:
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Figura 2-12.: Grafo Puentes de Konigsberg

como se tiene que §(a)=3, §(b)=>5, d(c)=3, 0(d)=3, hay 4 vértices de grado impar, por lo tanto
es imposible realizar el recorrido bajo tales condiciones, es decir, no hay un trayecto euleriano.
Y asi quedd resuelto el problema: no es posible cruzar los sietes puentes de Konigsberg en

un paseo continuo sin cruzar dos veces alguno de ellos.

2.1.5. Coloreado de grafos

El coloreado de mapas ha sido una préactica antigua que incluso se realiza desde los primeros
anos del colegio, pero jteniamos idea que una situacién como esta se podia modelar ma-
tematicamente? Pues existe una teoria denominada coloreado de grafos que se encarga
del estudio de este tema. El objetivo es colorear un mapa de modo que dos fronteras adya-
centes (o0 vecinas) no tengan el mismo color. Una forma préactica y efectiva que garantice esta
condicién, es colorear cada una de las regiones con colores diferentes, pero brindaria muy
poca informacién acerca del mapa, por lo que se plantea la pregunta ;Cudl es la minima
cantidad de colores que se pueden usar para colorear un mapa de modo que dos fronteras
adyacentes no compartan el mismo color? A continuacién se presentan algunas definiciones
y teoremas que ayudaran a responder esta pregunta, usando la teoria de grafos.

Todo mapa en el plano se puede representar por medio de un grafo. Para hacerlo, cada region
del mapa se representa mediante un vértice. Una arista conecta dos vértices si las regiones
representadas por dichos vértices tienen frontera comin. Dos regiones que se tocan en un

solo punto no se consideran adyacentes. Al grafo resultante se le llama grafo dual.
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El problema de colorear las regiones de un mapa es equivalente al de colorear los vértices de
un grafo dual de tal manera que ningun par de vértices adyacentes del grafo tenga el mismo

color.

Definicién 11. Una coloracion de un grafo simple, consiste en asignarle un color a cada

vértice del grafo de manera que a cada dos vértices adyacentes, se le asignan colores distintos.
En los anexos se especifica como se realiza la coloracién de un grafo simple.

Definicién 12. El nimero cromatico de un grafo es el nimero minimo de colores que se

requieren para una coloracién del grafo.

Enseguida se referencia, quiza, uno de los teoremas mas polémicos en matematicas por la

validez de su demostracion.

Teorema 5. FEL TEOREMA DFE LOS CUATRO COLORES. El numero cromdtico

de un grafo planar es menor o igual que cuatro.

Con este teorema queda resuelta nuestra pregunta: cualquier mapa se puede colorear con 4
colores o menos, de modo que a las regiones adyacentes se les asigne colores distintos. En
[7] el lector interesado encontrard una explicacién matemética detallada del Teorema de los

cuatro colores.

2.2. Entornos y continuidad

Pasamos ahora a los conceptos basicos de la topologia necesarios para apreciar la matematica
involucrada en la cinta de Mdobius.

El problema de ;Qué es una magnitud continua? es tan antiguo como la mateméatica misma.
Los griegos clasificaban las magnitudes (lo que se puede medir) en dos clases: continuas y
discretas. Por magnitudes continuas entendian aquellas que se podian dividir indefinidamen-
te y sus partes seguian siendo magnitudes del mismo tipo. Para los pitagoricos todas las
magnitudes son discretas (todo es nimero o relaciones entre niimeros) mientras que para
Parménides todo es continuo. Es asi como surgen las paradojas de Zenén sobre el movimien-

to, en las cuales se muestra la dificultad al considerar si el tiempo y el espacio son continuas
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o discretas. El criterio de magnitud continua, que de alguna manera involucra la nocién
de infinito, seguiria causando problemas a la matematica mientras no se dié una definiciéon
precisa del concepto. Fue Cantor quien resolvié el problema al mostrar que la continuidad
es un tipo de relacién de orden: Un conjunto es continuo si y solo si es denso y completo.
En los trabajos de Cantor que dan origen a la teoria de conjuntos, también encontramos
gérmenes de la topologia. Alli se encuentran los conceptos de vecindad, punto limite e implici-
tamente lo que se llamaria después conjunto cerrado (los que tienen todos sus puntos limites).
Teniendo en cuenta una definicion intuitiva de topologia, se puede decir que ésta estudia las
propiedades invarientes de los objetos geométricos con respecto a las funciones continuas.
Es por éllo que una elipse, un circulo, un cuadrado, son topolégicamente iguales. Se permite
hacer casi cualquier tipo de deformacién: estirar, doblar, encoger, pero no cortar o hacer
agujeros. Por esto a veces se le llama a la topologia, la geometria de la superficie de goma.
Un tratamiento juicioso de las nociones de topologia en la secundaria, ayudaria a que los
estudiantes tuvieran mayor comprension de conceptos tales como limite y continuidad que
son claves en el desarrollo del célculo. Daremos importancia a la observacion, descripcion y
analisis de las propiedades topoldgicas de los objetos estudiados. A continuacién encontramos
los minimos referentes tedéricos para el manejo de las nociones basicas de la topologia.

La tnica definicién formal que se da en este trabajo es la de espacio topolégico, (definicién
, tomada de [14]), a partir de ésta se dardn definiciones informales, de los conceptos que

nos interesa desarrollar.

Definicién 13. Sea X un conjunto no vacio. Una coleccién 7 de subconjuntos de X se dice

que es una topologia sobre X si

(i) X y el conjunto vacio, (), pertenecen a 7.
(ii) la unién de cualquier nimero (finito o infinito) de conjuntos en 7 pertenece a 7, y
(iii) la interseccién de dos conjuntos cualesquiera de T pertenece a 7.

El par (X, 7) se llama espacio topolégico.
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Ejemplo 7. Sean X = {a,b,c,d,e, f} y7r = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e, f}}. En-
tonces 11 es una topologia sobre X, pues satisface las condiciones (i), (ii) y (iii) de la
definicion [15

Ejemplo 8. Sean X = {a,b,c,d,e, f} y 7 ={X,0,{a},{c,d},{a,c,e},{b,c,d}}. Entonces

Ty Mo es una topologia sobre X, porque la union

{c,d} U{a,c,e} ={a,c, d e}
de dos miembros de T, no pertenecen a Ty; es decir,7y no satisface la condicion (ii)de la

definicion [135,

2.2.1. Entornos o vecindades

El entorno o vecindad de un punto a € U hace referencia a un subconjunto X de U al cual

pertenecen los ”vecinos” x en U, que estan a una determinada distancia. Mas precisamente:

Definicién 14. Definiremos el entorno o vecindad de a en U de radio r, como el conjunto
de todos los puntos x € U cuya distancia a a es menor que r. El entorno se representa por

V(a,U,r) y cuando el conjunto estd claramente especificado se nombra como V,.(a)

Vi(a,U;r)=V,.(a) ={z € X/la—z| <r}

Si U = R?, resulta que V,(a) = {z € X/|a—z| < r} es precisamente el interior de un circulo

con centro a y radio r, como se ilustra en la figura

U

V(@)

Figura 2-13.: Vecinos de a en U que estédn a una distancia r
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Ejemplo 9. En el caso U = R, a = —1, los vecinos de —1 a una distancia de % es el intervalo
(55 3)

Vi(-=1)={zeR/|x —al| < %}

2

que se ilustra en la imagen [2-1J)

DN S
[=]

Figura 2-14.: Intervalo

En el caso de U = R3 si a = (—1,3,5), V,(a) es una esfera de centro en a y radio r.
Naturalmente el concepto de vecindad se puede generalizar a R™ sin mayores dificultades.
Este concepto de vecindad nos permite definir punto interior, punto frontera y punto
exterior de un conjunto X, (véase fig. de la siguiente manera:

Sea U el universo, X C U, a € X;a es un punto interior de X si existe una vecindad de a
que sea subconjunto propio de X.

Sea b € U; b es un punto frontera de X si la interseccion de toda vecindad de X con su

complemento en V es igual a b. Esto es, para todor € R, se tiene que:
Vi(a)n (U = X) #0,

Y si ¢ € U y existe una vecindad de ¢ en U tal que V,.(c) N X = (), entonces, ¢ se llama un

punto exterior de X.

Un conjunto es cerrado si contiene todos sus puntos frontera. Por ejemplo en R el intervalo
la,b] es un conjunto cerrado, ya que a, b sus puntos frontera, pertenecen al intervalo. Otra
definicién analoga es: Un conjunto es cerrado si su complemento es abierto. Para el intervalo

[a, b] se tiene que:R — [a,b] = (—o0,a) U (b, +00), que evidentemente es abierto.
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Frontera

Interior

¥
» Exterior

Figura 2-15.: Punto interior, exterior y frontera de X.

2.2.2. Conjuntos abiertos

No es facil ver de antemano por qué la nocion de conjunto abierto llegaria a ser fundamental
en la topologia. Es un hecho historico que ha sido reconocido muy lentamente. En los pri-
meros tiempos del desarrollo de la topologia (1900 — 1930) se idearon y establecieron gran
variedad de aproximaciones al objeto. En relacion con estos conceptos estan los de proxi-
midad, espacio métrico, puntos limites, limites de sucesiones y otros. Solo al final de este
periodo llegd a esclarecerse que el concepto de conjunto abierto es una herramienta simple
y flexible para la investigacién de todas las propiedades topolégicas. Desde entonces, este

concepto ha constituido la aproximacion preferida.

Definicién 15. Sea X un subconjunto de R™. Un subconjunto U de X se denomina un
conjunto abierto de X si para cada punto de x de U existe algin entorno de z en X
contenido en U. La condicién puede establecerse: para cada x € U existe un niimero r > 0

tal que V,.(z) C U.

El intervalo (a,b) C R, se llama abierto justamente por la definicién anterior y [a,b] es
cerrado por la definicién topoldgica de conjunto cerrado. Notese que a y b en ambos casos
son puntos frontera (o limites).

En R? todos los conjuntos de la forma {(z,y) € R*/(z—a)*(y—b)*> <r, (a,b) € R*,r € R"}

son conjuntos abiertos de R?, que son los circulos de centro en (a,b) sin los puntos de la
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Figura 2-16.: Conjunto abierto

circunferencia que delimita el circulo.

Las vecindades, seran entonces conjuntos abiertos.

2.2.3. Continuidad

Definicién 16. Sea la funcién f: X — Y (X C R", Y C R"). Decimos que f es conti-
nua si y solo si, para cada x € X y para cada vecindad V(f(z),Y,r) existe una vecindad

V(z, X,7") tal que f(V(z, X,7")) CV(f(z),Y,r).

Se dice que f es continua si lo es en todo punto de X. Si se interpreta € y § como medi-
das del grado de proximidad, la definicién dice que es posible conseguir elementos f(z’) tan
proximos a f(z) como se desee sélo con tomar &’ suficientemente préximo a z. En otras pala-
bras: Si se toma una vecindad cualquiera V' (f(x),Y,¢) existe V(z, X, d) tal que f(x, X,0) C
V(f(x),Y,e) (Véase [2-17)

2.2.4. Cinta de Maobius

.51 se tiene una banda de papel se puede generar una rosquilla por medio de dobleces o
uniones de algunos extremos? Pues bien, hablamos aqui de lo que en topologia se conoce como
superficies compactas que son homeomorfas entre si. La definiciéon formal de compacidad
y homeomorfismo requiere de conceptos mas avanzados de topologia que se salen de los

intereses de este trabajo, el lector interesado podra consultar las referencias [19] y [14]. Sin
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V({f(x).Y,e)

f(V(x.X,6))

fVE) EVEED

Figura 2-17.: Continuidad

embargo se daran algunos ejemplos de este tipo de superficies.

La primera figura es el toro o rosquilla. Con una cinta se arma un cilindro, si se pegan los

bordes del cilindro se obtiene un toro 2=18|

@,

Figura 2-18.: Toro

L2
o

La segunda figura es la cinta de Mobius. En capitulos anteriores se ha hablado de las in-
teresantes caracteristicas esta cinta: es una superficie de una sola cara, un solo borde y es
no-orientable. Para construirla se toma una banda de papel y se pegan los dos extremos
dando medio giro a uno de ellos.

Topolégicamente esta banda puede definirse como el cuadrado [0,1] x [0,1] que tiene sus
aristas superior e inferior identificadas (topologia cociente) por la relacién (z,0) ~ (1 —x, 1)

para 0 < x < 1, como se muestra en la figura [2-19
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Figura 2-19.: Cinta de Mdbius

Debido a sus novedosas y curiosas caracteristicas ha sido objeto de inspiracién para sor-
prendentes aplicaciones: obras de arte, poemas, pasando por la musica y su aplicaciéon en

soluciones de la vida diaria como las cintas de grabacion y la arquitectura.

Figura 2-20.: Mdbius Strip I7-M.C.Esher, 1964

Otra forma de representar la cinta de Mobius es mediante la parametrizacién. Asi una

parametrizacién tipica de la banda de Mobius es:

z(u,v) = (1%005%)003(1&) (2-1)
y(u,v) = i}l + %cosg)sen(u) (2-2)
z(u,v) = 25eng (2-3)

O<u<2m—-1l<wv<l)



2.2 Entornos y continuidad 29

Es posible graficar la cinta de Mobius en diversos programas matematicos. A continuacién se
presenta el bosquejo usando el programa Maple 12. El comando usado para su construccién

es:

plot3d([sin(t) * (1 + v cos((1/2) xt)),cos(t) * (1 4+ v x cos((1/2) xt)),v * sin((1/2) * t)],

t=0.2x% Pi,v=—2..2 scaling = constrained)

Figura 2-21.: Cinta de M&bius usando Maple 12

Nuestra tercera y ultima superficie es un supersélido llamdo la botella de Klein.

a2
a
e o
&

a

Figura 2-22.: Botella de Klein

Lo que se hace, en teoria, es pegar las aristas izquierda y derecha para formar un cilindro, y
después pasar la tapa del cilindro a través de su pared, con el fin de pegar el circulo superior
con el inferior desde adentro, como se representa en la figura De hecho, ésta es una

construccién que no es posible realizarla en R3, porque, como se dijo anteriormente, para que
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dos objetos sean equivalentes no se permiten cortes ni agujeros, al tratar de construirla se
tendria que hacer “trampa” y hacer un agujero, pero en esta particular botella, estos puntos
no se tocan, por eso se dice que vive en un espacio de dimensién R*. La botella de Klein es

un objeto que tiene una superficie no orientable, no tiene borde, no tiene interior, ni exterior

2.3. Teorema de Pick

Unos de los resultados mas sorprendentes y sencillos de la matematica, el cual relaciona el
area de un poligono con el ntimero de vértices que hay en el borde y el interior del mismo,

cuando éste es colocado sobre una rejilla o cuadriculada uniforme, es conocido como Teorema

de Pick?]

El teorema se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 6. Sea P un poligono simple cuyos vértices tienen coordenadas enteras. Si B es el
niumero de puntos en el borde, I el nimero de puntos en el interior del poligono, entonces el

area del poligono A(P) se puede calcular por la férmula:
B
AP)=1+ 5 1. (2-4)

Para la demostracién de dicho Teorema, pueden consultarse las referencias [9], [6]. El si-
guiente ejemplo, en cual se esquematiza una corona [15], ilustra la genialidad, brillantez y

belleza del Teorema de Pick

2George Alexander Pick: matemdtico austriaco nacido en Viena (1859), hijo de padres Judios, fue un hombre
dedicado a la produccién académica, que murié en un campo de concentraciéon nazi durante la segunda
Guerra Mundial (1942). Es reconocido por su produccién intelectual. Algunos aportes son: matrices de
Pick, Interpolacion de Pick-Nevanlinna, algunos escritos sobre areas como: variable compleja, ecuaciones
diferenciales, analisis funcional, geometria diferencial, entre otros. Uno de sus mayores reconocimientos

se debe al teorema que lleva su nombre (1899)[9]



2.3 Teorema de Pick 31

i, .
4 \ 7
A a1\ i /
e .
/ "-\I & i / /
\ Y /

Figura 2-23.:

Nétese que en la figura [2-23P] el niimero de puntos en el interior de la corona es 19, y el
numero de vértices en el borde de la corona es 11. Asi que, usando el Teorema de Pick, se

tiene que el area viene dada por:
11
A(P) =19+ CHE 1=23,5.

Ahora si calculamos el area de la corona hallando las dreas de los triangulos blancos que
son: ANABJ, = %, NAGF = %, AFED = §7 ADCI = %, como el area del rectangulo es
11 x 5 tenemos que:

63

A(P) =55 - =235.

Tenemos un resultado equivalente, asi se puede seguir verificando el area de cualquier

poligono, siempre y cuando éste se encuentre en una rejilla cuadriculada.

3Figura tomada de [15]
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educacion basica

La geometria se enmarca en uno de los cinco ejes de pensamiento que plantean los linea-
mientos curriculares. Haciendo un recorrido por éstos, se hace necesario ampliar la visién
e ir més alld de la geometria euclidiana, estimulando en los estudiantes el estudio de otras
geometrias ya que también brindan un soporte para explicar fenémenos del mundo real. La

siguiente cita ratifica mis apreciaciones:

Durante los ultimos 200 anos las matematicas han sufrido bastantes cambios, pero
el contenido que se sigue ensenando en las aulas de clase parece intacto. Los libros
que sirven de guia para las clases actuales estdn hechos con un modelo de vida que

caducé hace ya bastante tiempo. (Combariza, 2003, p. 565)

En los lineamientos curriculares encontramos que para el ciclo inicial se resena de manera
intuitiva algunas nociones topoldgicas tales como: estar adentro, afuera, en el borde, descrip-
ciéon de caminos y trayectorias que se relacionan directamente con conceptos topoldgicos,
pero que no se retoman en grados mas avanzados.

En los lineamientos los conceptos topolégicos son un componente importante del curriculo

en cuanto que:

Desde esta perspectiva se rescatan, de un lado, las relaciones topolégicas, en tanto
reflexion sistematica de las propiedades de los cuerpos en virtud de su posiciéon y su
relacion con los demaés y, de otro lado, el reconocimiento y ubicacion del estudiante en
el espacio que lo rodea, en lo que Grecia Galvez ha llamado el meso-espacio y el macro-

espacio, refiriéndose no sélo al tamafno de los espacios en los que se desarrolla la vida
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del individuo, sino también a su relacién con esos espacios (Ministerio de Ministerio de
Educacién Nacional, 1998. Matemadticas. Lineamientos curriculares pag. 56). En este
primer momento del pensamiento espacial no son importantes las mediciones ni los
resultados numéricos de las medidas, sino las relaciones entre los objetos involucrados
en el espacio, y la ubicacion y relaciones del individuo con respecto a estos objetos y a

este espacio. (p. 61)

Alli hay una reflexién importante desde diferentes puntos de vista, pero se restringen a una
primera parte de la vida en el colegio. Lo que buscamos es ampliar esta visiéon y acercar a

los estudiantes de educacion media a este tipo de conceptos y relaciones matematicas.

3.1. Topologia para niihos y jovenes

Durante los ciclos inciales (I,I1, I1I) de la educacién bésica, hay diversos recursos que impul-
san a preguntar, conjeturar, afirmar y generalizar. Estos recursos se relacionan de manera
directa con aspectos de la topologia y promueven una exploracion temprana del espacio.
Autores como Stephen Barr [2], han propuesto una serie de actividades encaminadas a la
resolucién de problemas topoldgicos (grafos, recorrido, forma, equivalencia,nudos), cuando
éstos se abordan en el aula no pasan de un ejercicio recreativo. En una primera etapa esto no
genera un obstaculo, ya que a mediano o largo plazo se pueden fortalecer procesos asociados
al pensamiento logico espacial.

Para ilustrar la idea anterior consideremos la habilidad de un nino al amarrarse los zapatos,
después de adquirida la destreza es posible hacer preguntas para estimular su curiosidad e
ingenio como: ;Cudl de los siguientes nudos se puede desenredar? Si se desenreda el nudo

., Qué se obtiene, es posible conseguir el nudo inicial?
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Esta cuestion trivial, es la oportunidad perfecta para estructurar mas adelante una definiciéon
como: un nudo es un espacio topolégico homeomorfo a un circulo, es decir, una curva cerrada
en N3

Una busqueda rigurosa en la red nos muestra escasas actividades para la iniciacion al desa-
rrollo del pensamiento geométrico asociado a la topologia, y mas escasas son aun las que
presentan propuestas de ensefianza de la topologia en la educacién bésica y media (ciclos
I, IV y V).

Los problemas usuales de la topologia para la educacién basica, son un gran reto para el
ingenio de los jovenes, pero no pasan de una etapa exploratoria y habitualmente no se hace
una relacion rigurosa con definiciones de topologia, que pueden empezar a trabajarse desde
el colegio. Un ejemplo comtn es el trazado de una figura sin levantar el 1apiz ni repetir
linea (grafo-euleriano), en la mayoria de los casos se hace el ejercicio sin asociar ni analizar
detenidamente esta situacion desde la teoria de grafos. La préactica anterior, puede llevar al
estudiante a la generalizacion, e introduccion de conceptos como: funciéon y generalidades de

grafos. Para esbozar lo anterior describamos los grafos de la siguiente figura:

Sea a, b, ¢, d, e, los vértices del grafo G y d(a),d(b),d(c),d(d),d(e) el grado de cada vértice.

La expresiéon
d(a) +(b) + d(c) + d(d) + d(e)
2

corresponde al nimero de aristas del grafo, es decir, que la mitad de la suma del nimero
de aristas que inciden en cada vértice es igual al nimero de aristas del grafo (Teorema del
apretéon de manos). Tareas como esta, conducen al estudiante a observar regularidades y

llegar a generalizaciones.
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Para llegar a este tipo de generalizaciones es necesario guiar al estudiante en este proceso
de descubrimiento; encontramos en el Método de Aprendizaje Activo una estrategia
completa y adecuada que brinda importantes aportes en cuanto al procedimiento a seguir,

esta estrategia sugiere los siguientes pasos por parte del estudiante:

Predicciéon

Actividad

Observacién

Discusion

Sintesis

El docente tiene el papel de proponer interesantes y enriquecedoras situaciones, guiar al estu-
diante a través de preguntas, motivar la socializacion y discusion de los diferentes resultados
y llegar a consensos a partir de la determinacion de acuerdos, luego se buscaran situaciones
analogas con diferentes caracteristicas, pero que correspondan al mismo concepto. En este
orden de ideas el docente ya no es el “protagonista” en el proceso de ensenanza-aprendizaje,
sino que se convierte en un mediador entre el saber y el estudiante.

Ademas, con el desarrollo de la tecnologia, los programas de tipo matematico y el alcance de
las calculadoras, es necesario restructurar nuestra practica educativa, ya que el énfasis no se
debe dirigir a procesos mecanicos y algoritmicos, sino que se debe enfocar en la resolucién
de problemas, el analisis de situaciones especificas, la creacién por parte de los estudiantes
de nuevas estrategias, el contraste de esas estrategias y la validaciéon de la mas acertada,
llevamos a nuestras aulas contenidos desactualizados.

En la propuesta queremos dejar la reflexién de lo importante y oportuno que es reestructurar
nuestra practica pedagogica, de llevar contenidos nuevos, actualizados e interesantes, de

compartir el protagonsimo con los estudiantes y de plantearles nuevos retos
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Este capitulo presenta las actividades que se proponen para el desarrollo de algunas nociones
de topologia en estudiantes de grado décimo. Para ello se retoman, tanto la parte histérica
descrita en capitulos anteriores, como algunos aspectos de la parte disciplinar, tomando co-
mo eje principal el tratar de dar solucién a ciertas situaciones que requieren de elementos
de esta rama de la matematica. Los puentes de Konigsberg, el teorema de cuatro colores y
la cinta de Mobius, son los problemas con los que pretendemos desarrollar en los estudian-
tes, habilidades como la visualizacién, interpretacion, descripcion, clasificacion , analisis, y
creacion de imagenes o situaciones que tengan que ver con nociones basicas de topologia.

Si bien en los Esténdares del MEN [12] para este grado se trabajan aspectos del pensamiento

espacial como:

= Define la circunferencia, la parabola, la elipse y la hipérbola.

» Visualiza objetos en tres dimensiones desde diferentes perspectivas y analiza sus sec-

clones transversales.

Estan encaminadas hacia el aprendizaje de la geometria analitica y el calculo. Con activi-
dades como recorrer una figura sin levantar el lapiz, reconocer elementos que estan en el
interior, en el exterior o en la frontera de alguna figura, colorear una figura y mostrando
la influencia de las matematicas en el arte, la musica, y la vida diaria, buscamos darle a
nuestros estudiantes la oportunidad de interactuar con elementos que son sencillos pero a la
vez muy enriquecedores. Para ésto es necesario brindar nuevas e interesantes estrategias a
nuestros estudiantes, motivar la exploraciéon y dar a conocer el origen de ciertos conceptos
mateméticos. Esto nos obliga cada vez més a plantear actividades que promuevan el interés

y la indagacién hacia las matematicas.
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Parte de la motivacion para lograrlo, consiste precisamente en dar a conocer el contexto
historico de una situacién o hecho en particular con el fin de humanizar las matematicas,
para que se evidencien los problemas que en el momento generaron la necesidad de crear una
estrategia para resolverlos; es interesante conocer quienes intentaron resolverlos y quién lo

logré finalmente y bajo qué condiciones, tal como afirma Miguel de Guzman en [§].

La vision historica transforma meros hechos y destrezas sin alma en porciones de cono-
cimiento buscadas ansiosamente y en muchas ocasiones con genuina pasién por hombres
de carne y hueso que se alegraron inmensamente cuando por primera vez dieron con
ellas. Cuantos de esos teoremas, que en nuestros dias de estudiantes nos han aparecido
como verdades que salen de la oscuridad y se dirigen hacia la nada, han cambiado de
aspecto para nosotros al adquirir un perfecto sentido dentro de la teoria, después de

haberla estudiado mas a fondo, incluido su contexto historico y biografico.

Usar la historia como soporte didactico exige preparacién y conocimiento por parte de los
docentes, tener unos objetivos claros para que no se vuelva el solo hecho de contar el “cuento”,
sino que tenga una finalidad bien definida para aportar elementos importantes y significativos

en el proceso de ensenanza-aprendizaje de los estudiates.

4.1. Actividades de Grafos

Esta primera actividad, tiene como fin proponer una situacion que no se podra resolver inicial-
mente con los preconceptos que tienen los estudiantes, pero la misma actividad ira guiando
al estudiante en la busqueda de una explicacion. Es interesante ver cémo las ideas previas,
de los estudiantes, que muchas veces son producto de su experiencia en la vida diaria, dan
el punto de partida para el desarrollo de cierta actividad. El docente debe tener la habilidad
para utilizarlas y asi mismo modificar esas ideas previas, ya que la mayoria de las veces son
erroneas. Ademas, cabe destacar el paralelismo que existe entre muchas de las ideas previas
de los alumnos y determinadas teorias historicas de otras épocas generalmente precientificas
[3].

La actividad consiste en caracterizar los grafos y por medio de la observacién y la gene-

ralizacién, llegar a definir cudles tienen un recorrido euleriano y cuales no. El objetivo es
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que en un primer momento el estudiante haga una reflexion individual y luego a través de
la comparacién de resultados y la discusién en grupo (siguiendo el método de aprendizaje
activo) logre llegar conclusiones correctas.

Ademas, la actividad que se propone logra conectar cierto tipo de grafos con formas que
se encuentran en la naturaleza El, lo que dara al estudiante una vision mas amplia de la

topologia y en general de las matematicas.

4.1.1. Actividad 1
Parte 1

En un puerto de la antigua Alemania, llamado Konisberg, situado en la costa sur del mar
Baltico, el rio dividia la ciudad en cuatro dreas de tierra separadas (A,B,C y D), y habia siete
puentes que le permitian a los habitantes de Konigsberg cruzar el rio para poder trasladarse

de una parte a otra de la ciudad como lo muestra la figura.

= L=
::—;.‘3-"“.: e, - : .

Cuenta la historia que los habitantes de la ciudad se divertian intentando cruzar los siete

puentes en un paseo continuo sin cruzar dos veces ninguno de ellos.

1. Observe la imagen e intente trazar un camino continuo cruzando por todos los puentes

pero sin cruzar dos veces ninguno de ellos.

ILa propuesta de grafos en la naturaleza, Natugrafos se desarrollé en una actividad en la clase de Taller Ex-
perimental de la Maestria en Ensenanza de las Ciencias Exactas y Naturales. Autores: Jimena Rodriguez,

Andrea Castelblanco y Oswaldo Rubiano.
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2. ;Fue posible hacer el recorrido?
3. Consulte con sus companeros ; Alguno pudo hacer el recorrido bajo éstas condiciones?

Existia la idea generalizada de que realizar el recorrido bajo éstas condiciones era imposible,
pues siempre en el recorrido terminaban omitiendo un puente o cruzando alguno dos veces
como le pudo haber sucedido en el intento, pero no tenian como sustentar esta imposibilidad.
Pues Leonard Euler, un famoso matematico del siglo XV III que escuché la historia, deci-
di6 tratar de darle una soluciéon. Observando la distribucién de los rios y los puentes en la
ciudad hizo un esquema, usando tan solo dos elementos esenciales los vértices y las aristas

(lineas que unen dos vértices).

-p

e

En el dibujo cada puente estaria representado por las aristas (a, b, ¢, d, e, fy g) y cada una de
las cuatro ciudades por un vértice (A, B, C, y D). A este tipo de esquema lo denominé grafo.
A continuacion encontrard varios grafos. Identifique en cada uno, los vértices y las aristas.
Para reconocerlos, los vértices estaran representados por puntos y las aristas por lineas

(rectas o curvas) comprendidas entre dos vértices. Responda en cada caso:

B.
A.
[
N° de Vértices: :
N° de Veértices:
N° de Aristas: :
N° de Aristas:
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z D.
N de "Uertices: N de Dértices:
N° de (Aristas: N de Aristas:
.
N de “Ukrtices:
W de (Aristas:

Ahora el reto es tratar de recorrer los anteriores grafos de modo que pase por cada una
de las aristas sin levantar el lapiz del papel, pasando por cada una de ellas sélo una vez y

terminando en el punto de inicio. Luego, responda:

1. (En cuédles grafos pudo hacer el recorrido?
2. (En cuéles grafos no fue posible hacer el recorrido? Forme un grupo de 3 personas y
compare sus resultados con el de sus compafieros.
Parte 2

Si observas detenidamente cada uno de los grafos notaras que en cada vértice se encuentran

una o mas aristas, esto es denominado el grado del vértice. En el grafo A, el grado de
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cada uno de los vertices se muestra en la siguiente figura

A.

Ya se ha familiarizado con algunos de los términos usados en teoria de grafos, pero vamos a
tener en cuenta otro término para la realizacion de este punto: Dos vértices son adyacentes
o (vecinos) en G si {u,v} es una arista de G. Es decir una arista que tiene cémo extremos

los vértices u y v. Teniendo en cuenta esta definicién construya el siguiente grafo:

» El grafo tiene 7 vértices (a,b,c,d,e, fyg) y 7 aristas. (Procure que los vértices no

queden colineales)

s El vértice a es adyacente con los vértices ¢ y f, vy el vértice ¢ es adyacente con los

vértices a y e

= Kl vértice b es adyacente con los vértices d y g, y el vértice d es adyacente con los

vértices by
= El vértice e es adyacente con los vértices ¢ y ¢
Después de construido el grafo, responda:

1. {Cual es el grado de cada uno de los vértices? Sume los grados de los vértices y trate

de encontrar alguna relacién con el nimero de aristas.
2. Compare su grafo con el de otros companeros, ;Quedd igual?

3. Construya un grafo y dé a sus compaineros las indicaciones precisas para hacerlo, luego

compare los resultados con el que habia construido inicialmente ;Son iguales?

Puede que los grafos construidos no tengan aparentemente la misma forma, pero tienen el
mismo numero de aristas, el mismo nimero de vértices y el grado de los vértices también

coincide. A estos grafos se les denomina grafos isomorfos.
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La belleza de las matematicas radica en que en la naturaleza encontramos sorprendentes

expresiones de la misma. Observa los siguientes ejemplos y completa la tabla:

COLMENA ESTRELLA DE MAR TELARANA

FLOR 1

DIATOMEA

MURCIELAGO
TORTUGA ARBOL

Teniendo en cuenta los grafos A,B,C,D y E de la primera parte, completa la siguiente tabla
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Grafo Numero  de | Numero Es reco- | Numero de | suma de los gra-
vértices pares | de  vértices | rrible? aristas dos de todos los
impares vértices
L
A=
.__.-"x\. )H 4 .
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S
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Grafo Numero  de | Numero Es reco- | Numero de | suma de los gra-
vértices pares | de  vértices | rrible? aristas dos de todos los

impares

vértices

Teniendo en cuenta los datos registrados en la tabla, responde:




4.2 Actividad Intervalos 45

» ; Existe alguna relacion entre el nimero de aristas y la suma de los grados de todos los

vértices? ;Cual?
= Si el grado de todos los vértices es par (El grafo es recorrible?

= Observe la informacion del grafo e. ;Cuantos vértices de grado par tiene? ;Cuantos

vértices de grado impar tiene? ;Es recorrible?
= ; Qué otros grafos no son recorribles?

= Observe los grafos con un nimero de vértices de grado impar ;Existe alguna relacion

entre esta informacion y el hecho de que el grafo sea recorrible o no?

4.2. Actividad Intervalos

Este grupo de actividades tiene como finalidad acercar a los estudiantes a algunas nociones
topoldgicas como abierto, cerrado, frontera, interior, exterior, vecindad, tomando elementos
propios del grado décimo como intervalos, ecuacién de la circunferencia, ubicacién en el plano,
que ayudaran a la comprension y preparacién para conceptos como limite y continuidad
que se abordaran en el grado 11, antes de realizar la actividad el docente dara algunas

orientaciones acerca de estos conceptos.

4.2.1. Actividad

Definimos el conjunto universal, como el conjunto de todos los niimeros reales.

Grafique el intervalo X = [—5,7) y responda:
1. {—5 es un punto interior del intervalo?
2. (Es —b5 una frontera del intervalo?
3. (Es m un punto interior del intervalo?

4. ;Cémo se definiria el complemento del intervalo?
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5. JEl complemento del intervalo serfa un conjunto cerrado o abierto? Explique su res-

puesta.

Grafique el intervalo Y = [—3, 2] y responde:

—_

. {Cuales son los punto frontera del intervalo?; Estan estos puntos en el conjunto Y7

N

.,Cual seria el complemento del intervalo presentado?

@

JEs V2 un punto interior del intervalo?
4. ;Es m un punto interior o exterior del intervalo?

Ahora grafique un circulo de radio 1. En las siguientes expresiones explique si se hace refe-

rencia a punto interior, punto exterior o punto frontera; en cada caso explique su respuesta.
1. {(x,y) tal que 2? + > > 1}
2. {(z,y) tal que 2 +y* = 1}

3. {(z,y) tal que > +y* < 1}

4.2.2. Teorema de Pick

Esta actividad tiene como principal objetivo identificar puntos en el interior y en la frontera
para la determinacién de areas de diferentes figuras, haciendo uso del Teorema de Pick. Se
inicia con poligonos que los estudiantes conocen y han trabajado anteriormente como lo
son el rectangulo y el tridngulo y donde se asume que conocen las expresiones usuales de
determinacion del area (base x altura y (base x altura)/2 para el rectangulo y tridngulo
respectivamente) y se sigue con poligonos en los que hallar el drea es més complicado.
Determinacion de areas de figuras usando el Teorema de Pick

Observe las siguientes figuras, en cada caso determine el area del poligono y explique el

método utilizado.
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Observe detenidamente las figuras que estan sobre la cuadricula y complete la siguiente tabla:

Poligono

Puntos en el

interior

poligono (I)

del

Puntos en el

borde (B)

Puntos en el

borde sobre 2
(B/2)

Area A(P) =1+
B

2

Compare con los resultados obtenidos inicialmente y explique.
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4.3. Coloreando de mapas

.Es posible que una actividad como colorear un mapa se pueda modelar mateméticamente?
El objetivo de esta actividad es familiarizar a los estudiantes con el coloreado de diferentes
figuras, por medio de la representaciéon de un modelo mateméatico. Para colorear cada una
de las figuras sugeridas primero debera hacerlo de manera intuitiva, pero cumpliendo dos

condiciones:
= Dos fronteras adyacentes no deben tener el mismo color.
= Debe usar la minima cantidad de colores posible.

Luego deberd hacerlo de manera mas elaborada usando la construcién del grafo dual, descrita

en el anexo [Bl.

4.3.1. Actividad el mapa de Colombia

1. A continuacién encontrara el mapa politico de Colombia.

a) Intente colorearlo con la menor cantidad de colores posible de tal manera que dos

fronteras no tengan el mismo color.
b) ;Cual fue la minima cantidad de colores que usé?
c) (Y sus companeros?

d) De acuerdo con los colores usados, ;Cudles son las fronteras de Cundinamarca?

..Cudles son las fronteras del Amazonas? ;Cudles las fronteras del Huila?

2. Observe el mapa de Inglaterra con sus condados, E] realice los puntos a, b y ¢ que hizo

con el mapa de Colombia.

2El docente debe aprovechar para explicar que en Inglaterra los condados corresponden a departamentos

en Colombia
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En 1852 el notable matematico hindi Augustus de Morgan (1806 — 1871)era Pro-
fesor de Matematicas en la Universidad de Londres. Uno de sus estudiantes, Francis
Guthrie, le coment6 que el mapa de los condados de Inglaterra podia ser coloreado con
4 colores de tal manera que condados vecinos tuviesen colores distintos, y el pregunta

.. Eso sucederia con todos los mapas?

3. Considere un mapa de Suramérica.
a) Con colores diferentes delinee todas las fronteras de Colombia.

b) Consulte en el diccionario la definicién de: Borde, orientacién, frontera y escoja

la que sea mas apropiada para este caso.

4.4. Actividad cinta de Maobius

El objetivo de esta actividad es que los estudiantes se familiaricen son superficies que no son
usuales en la vida diaria. Encontraran en la cinta de Mobius propiedades sorprendentes que
aunque estan ahi y de algiin modo se pueden evidenciar serd dificil comprenderlas. Por esto
se hace una guia detallada a través de la comparacién con un cilidro para que a través de
la comparacién y diferenciacién de éstas superficies se llegue a conclusiones bien definidas.
La clave de esta actividad estd en el descubrimiento de nuevas propiedades a través de la

experimentacion.
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4.4.1. Actividad

Materiales
= Hojas de papel blanco y = Témperas = Resaltador y colores
pergamino
= Tijeras = Colbon, cinta pegante = Flechas de papel

Las matemdticas son el lenguaje con el cual Dios ha escrito el universo. Pitago-
ras

A continuacién se presentan diversas preguntas las cuales le permitiran observar lo que hay
alrededor, describir y detallar las diferentes formas, su color, su tamano, su textura. Un

recurso indispensable en este momento es su imaginacién. Empecemos:

» Imagine qué ocurriria si cambiara alguna de las caracteristicas de una de ellas, por

ejemplo si las paredes en vez de tener caras rectangulares, tuvieran caras circulares.

= ; Qué se sentiria si caminara por el techo? ;Como visualizaria todo?

= ;Qué sentiria si las paredes estuvieran pintadas de negro y el ambiente se tornara
oscuro?, ;Qué sentiria si las paredes fueran blancas y entrara demasiada luz?, Proba-

blemente las sensaciones serian diferentes.

Ahora represente mentalmente un cubo que tiene un pequeno orificio en una de sus esquinas,
levantelo, sople por ese orificio pues el material del que estd hecho ademas de ser resistente
es muy flexible. Intente tapar el orificio para que no se escape el aire. ;Puede ahora describir
y dibujar la “nueva” figura?

Qué ocurriria si pudiera hacer lo mismo con las paredes?

Ahora un reto mayor: supongamos que el punto de partida es el colegio, y admitamos que
hay una trayectoria en linea recta y después de transitar unos minutos por dicha ruta,
nuevamente se retorna al punto inicial. ; Algun descuido o desvio? ;Es imposible concebir

que desplazarse en linea recta nos lleve al inicio del recorrido? Ilustre la situacién descrita.
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Y si el desplazamiento en linea recta se hace en la superficie de una esfera, o un cilindro,
es posible retornar al inicio? Todo es un poco confuso, jverdad? especialmente que en la
superficie de una esfera o cilindro sea posible seguir una trayectoria en forma de linea recta.
Entonces, si la superficie de nuestro planeta es esférica quiere decir no es posible describir
un recorrido lineal?

Ahora realiza la siguiente construccién usando los materiales indicados al inicio de la guia.
1. Corte cuatro tiras de papel de 3 cm a lo largo de la hoja.
= Marque cada cara de la tira con un color diferente. ; Cuantos colores usaste?
= Recorre el borde de la hoja con un dedo. ;Lo lograste?

= Entonces.;Cuantos bordes tiene la tira de papel?

2. jPuede un cilindro o una rosquilla generarse a partir de una tira de papel? ;Cuédl seria

el procedimiento para formar ambos cuerpos?

= Tome una de las tiras y una sus bordes con cinta, formando un cilindro, asi
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= Marque cada cara del cilindro con un color diferente. ; Cuantos colores us6?
= Recorra el borde del cilindro con un dedo. ;Lo logré?
= Entonces.;Cuantos bordes tiene el cilindro?

3. Tome otra tira de papel y una los bordes con cinta luego de darle media vuelta a uno

de los extremos, como se muestra en la figura [3, que se llama cinta de Mdbius

< . /"_____""x\_l
11— r/”’_““%
” wl

a) Observe el objeto armado y responda: ;Cudntas caras tiene?

b) Unte su dedo indice con témpera o trace una linea con lapiz y recorra la superficie

de la cinta sin levantar el dedo o el lapiz. ; Qué ocurrio?

c¢) Recorra ahora el borde de la cinta de Mobius con el resaltador sin levantarlo

., Cuantos bordes tiene?

Es sorprendente encontrar tales propiedades en un objeto tan ”simple”. Encontramos

dos propiedades que no son faciles de visualizar.
= Esta cinta tiene una soéla cara y un sélo borde

Hay otra propiedad que nos falta encontrar. Tome una hoja de papel pergamino y
construya un cilindro. Construya una flecha con el papel blanco y pintela de color azul,
ubiquela en el mismo sentido de la flecha dibujada en el cilindro. Ahora mantenga
la flecha presionada y vaya moviendo el cilindro.;Cuando se encuentren las flechas

qué cree que pasara?; Qué pasd?



o4

4 Propuesta Didactica

Tome una hoja de papel pergamino y construya una cinta de Mobius. En algin punto

de la cinta pegue una flecha como se muestra en la figura.

Construya una flecha con el papel blanco y pintela de color azul, ubiquela en el mismo
sentido de la flecha dibujada en la cinta. Ahora mantenga la flecha presionada y vaya

moviendo la cinta.;Cuando se encuentren las flechas que cree que pasara? ;Qué paséd?

Se dice que una figura es orientable cuando todos sus puntos mantienen la misma
direccién, el cilindro es orientable, ya que las flechas no cambiaron su orientacion con
el recorrido. La cinta de Mobius tiene la propiedad de ser No orientable ya que en

alguno de sus puntos la flecha cambié de sentido.

La cinta de Mdbius es un objeto de caracteristicas muy particulares, fue descubierto

hace poco por el notable matematico aleman August Ferdinand Mobius,( 1790 — 1868).

Pero atn falta por encontrar otras caracteristicas muy interesantes. Para descubrirlas
realice lo siguiente: en dos tiras de papel trace una linea a lo largo, de modo que las

divida exactamente por la mitad, construya un cilindro y una cinta de Md&bius.
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a) {Que ocurriria si corta el cilindro por la linea trazada?

b) Tome las tijeras y haga el corte por la linea de la mitad. ;El resultado coincide
con lo que habia previsto? ; Qué ocurrié? ;Qué se formo? Tome ahora la cinta de

Mobius:
¢) (Que ocurrirfa si la corta por la linea trazada?

d) Tome las tijeras y haga el corte. ;El resultado coincide con lo que habia previsto?

., Qué ocurrié? jQué se formd? imagen

Tome dos tiras y trace lineas a lo largo de modo que quede dividida en tres partes

iguales, construya un cilindro y una cinta de Mdébius.

=

Tome el cilindro
e) ;Que ocurrirfa si lo corta por una de las lineas trazadas?

f) Tome las tijeras y haga el corte por una de las lineas trazadas ;El resultado

coincide con lo que habia previsto? ;Qué ocurri6? ;Qué se formo?
Tome la cinta de Mobius

g) ¢ Que ocurrirfa si corta la cinta por una de las lineas trazadas?
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h) Tome las tijeras y haga el corte por una de las lineas trazadas ;El resultado

coincide con lo que habia previsto? ;Qué ocurri6? ;Qué se formo?

Para completar la actividad recorte la historia que hay a continuacion, pegue los re-

versos, arme su cinta de Mobius y cree su propia historia.

WoY'SaleWed0) MMM
epiaileass 4 seanendivew s

WOY'SAJRLIBI0} MMM

pepine

Jeais A seaeindiuew senewaiely
pep!

WOoJI'SAJRWEI0T MMM




5. Conclusiones y trabajo futuro

Observando el camino recorrido hasta llegar a este punto del trabajo, resalto la importancia
y la necesidad de incluir elementos de Topologia en el aula de clase. Ademas de gran variedad
de actividades que se pueden plantear usando material visual y manipulable, las cuales son
muy significativas, atractivas y permiten el desarrollo de varios elementos del pensamiento
légico-espacial. Serfa muy provechoso trabajar estos preconceptos con ninos de primaria,
impulsados desde los estandares del MEN.

Un trabajo futuro puede centrarse en la aplicacién y andlisis de las actividades de topologia
propuestas para el desarrollo de las nociones de limite y continuidad. Asi como el posterior
analisis de elementos topoldgicos de la cinta de Mobius a partir formulas trigonométricas.
Una posible aplicacion puede centrarse en el niimero de combinaciones que pueden darse a
partir de colorear determinada figura usando 4 colores o menos, es decir, se puede asociar

este problema a un trabajo que implique teoria combinatoria.



A. Anexo:Complemento de actividades

Se presentan algunas actividades complementarias que tienen el objetivo de llevar al estudian-
te a crear modelos matematicos de las situaciones propuestas. El énfasis radica en desarrollar

el pensamiento légico-matematico a partir del contraste y socializacién de resultados.

A.1. Anexo: Actividad de diagnéstico

El objetivo de la actividad de diagnodstico es determinar un conjunto de ideas previas de los
estudiantes de grado décimo (ciclo V), ya que frecuentemente se observa que sus preconceptos
sobre contenidos matematicos son débiles. Ademds de verificar los conceptos fundamentales
se pretende observar el nivel de abstraccién y su disposicion para abordar la solucién de

acertijos que permitan crear diferentes estrategias para su solucion.

A.1.1. Topologia recreativa

1. Los Nueve Puntos: Unir los nueve puntos de la figura usando solamente 4 lineas,

sin levantar el 1apiz, ni repetir linea.
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Figura A-1.:

2. Los Servicios publicos:Se necesita conectar tres casas A, B y C a tres servicios publicos:

agua, luz y gas. ;Como harias la conexién?

Figura A-2.:

Una solucién al problema planteado, puede ser:
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e

Figura A-3.

Ahora, por cuestiones de seguridad es necesario que las conexiones no se crucen entre

si ; Es posible conectar los servicios? Inténtalo y explica tu respuesta.

3. Describa los elementos geométricos de las siguientes figuras. Luego intente trazar el

recorrido sin levantar el lapiz y sin repetir linea.

Figura A-4..

4. Los novios celosos: En la figura se muestra el plano de un pequeno pueblo. los cuadrados
marcados con letras A, B, C, D y E son los lugares donde viven cinco estudiantes no

muy amigos entre si. Los circulos marcados con las mismas letras son los lugares donde
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viven sus respectivas novias. ;Qué rutas deben tomar los 5 estudiantes para visitar a

Sus novias si se quere que sus caminos nunca se crucen?

E

c

o

EEE
J

Figura A-5.
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A.2. Anexo: Actividad de légica

1. A continuacion se presenta el acertijo de Einstein:

Se tienen 5 casas de colores diferentes y en cada una de ellas vive una persona de una
nacionalidad diferente. Cada uno de los duenos bebe una bebida diferente, fuma una

marca de cigarrillos diferente y tiene una mascota diferente.

Tenemos las siguientes claves:

El britanico vive en la casa roja.

= El sueco tiene un perro.

= El danés toma té.

= La casa verde esta a la izquierda de la blanca.

= El dueno de la casa verde toma café.

= La persona que fuma Pall Mall tiene un pajaro.

= Kl dueno de la casa amarilla fuma Dunbhill.

= Kl que vive en la casa del centro toma leche.

= El noruego vive en la primera casa.

= La persona que fuma Brends vive junto a la que tiene un gato.
= La persona que tiene un caballo vive junto a la que fuma Dunhill.
= El que fuma Bluemasters bebe cerveza.

= El aleman fuma prince.

= El noruego vive junto a la casa azul.

= El que fuma Brends tiene un vecino que toma agua.
. Quién es el dueno del pez?

2. El viejo Arturo era el dueno de un terreno perfectamente cuadrado, en cada una

de cuyas esquinas habia un pozo inagotable de agua. Poco antes de morir, Arturo
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mandd construir cuatro casas idénticas (A, B, C, D), una seguida de la otra, tal y
como se muestra la figura [A-6] Era su deseo que a cada uno de sus hijos le quedara
una de las casas, y una cuarta parte del terreno, con uno de los pozos (a, b, ¢, d) en
cada una de ellas. No sélo eso. En su testamento Arturo estipulé que las cuatro partes
del terreno deberian tener la misma area y la misma forma. ;Como debié dividirse el

terreno de Arturo para cumplir sus deseos?

Figura A-6.:

Ejercicios 1 y 2 tomados de [17].



B. Anexo: Seccion Grafos duales

Como se dijo en el capitulo 3, hay todo una teoria acerca del coloreado de mapas, pero se

pide que se cumplan principalmente dos condiciones:
1. Regiones con fronteras adyacentes no pueden compartir el mismo color.

2. Se debe usar el minimo nimero posible para la coloracién, garantizando que se cumpla

la condicion 1.

Observa la figura [B-3] coloreala de modo que se cumplan las condiciones 1 y 2
Figura B-1.:

Una forma efectiva de colorear un mapa de modo que se cumplan las condiciones

nombradas es por medio de la construccion de un grafo dual, como se referencié en el

Cap. 4.
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Figura B-2.:

Se colorea el vértice A y del mismo color el vértice E Luego se colorea el vértice B y del mismo color el.
que no es adyacente a él. vértice C, gue no es adyacente a él

o

Por dltimo se colorea D

Figura B-3.:

Cada regién esta representada por un vértice y cada frontera por una arista, se colorean
los vértices del grafo de modo que dos vértices adyacentes no queden del mismo color.
Cuando el grafo esté completo, se pintan las regiones del mapa tomando la informacién
del grafo, asi si los vértices A y E se pintaron de amarillo, las regiones A y E se pintaran
del mismo color. De este modo se usara la minima cantidad de colores, que para este

caso fue 3.
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B Anexo: Seccién Grafos duales

Observa la siguiente figura

Figura B-4.:

Ahora, tratemos de colorear el siguiente mapa,

Figura B-5.:

en la figura [B-6ke puede ver el grafo dual y la coloracién que se hace del mismo
teniendo en cuenta las indicaciones de la figura Como se puede ver, en este caso

es necesario el uso de 4 colores para que se cumplan las condiciones dadas.
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Figura B-6.:

Figura B-7.:

a) Intente colorear las siguientes figuras usando la menor cantidad de colores posible.

b) Construya el grafo dual para cada una de las figuras y plantee dos formas diferen-
tes de colorear la misma figura.; De cudntas formas diferentes cree qué se pueden

colorear cada una de las superficies? Explique su respuesta.
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B.1. Grafos

3. Supongamos que son entregadas las siguiente nueve fichas de dominé..

® e o e e e & ° ® e e e
° ° ° °
[ ] e e e e 0 ® ® [ ] [ N N ]
o e o ® o O e o | e o e e|eeoe
o ° 2 o °
e (o o e e o e o o © e o | ® o @
Figura B-8.:

. Es posible unir las nueve fichas para formar una hilera horizontal, de tal manera que
el primer nimero en la hilera sea el mismo que el dltimo? Sélo se pueden unir dos

fichas cuando los cuadrados correspondientes tienen el mismo nimero.

4. Para representar una exposicion temporal, un museo ha dispuesto cinco salas como se

muestra en la figura

sala A sala B

sala C

sala D sala E
Figura B-9.:

. Existe alguna forma de recorrer la exposicion completa de modo que se pase por cada

puerta exactamente una vez?
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B.2. Caminos de longitud minima

La siguiente figura muestra una porcién de un pequeno pueblo en donde vive donia Remedios.
Su casa esta ubicada en el punto P. Todos los dias tiene que caminar por el pueblo para ir
a las tortillas (77), al mercado (M), a la casa de su comadre (C'), a la iglesia (/) y al puesto

de revistas de su marido (R)

Figura B-10.:

» ;Cudl es la longitud (en nimero de calles caminadas) de la ruta mas corta que inicia

en su casa, visita todos los lugares requeridos y después regresa a su casa?

» ;Dona Remadios (a la que le encanta el chisme) insiste en que su primera parada sea

la casa de su comadre (C). jAfecta esto la longitud de su ruta més corta?
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