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Para Paqui,
mi tinica fuente de inspiracion



A modo de invitacion

El libro que has empezado a leer no es un manual de matemdticas ni
un tratado de arte. Tampoco es un texto de matemdtica artistica.

:De qué trata, pues, este libro?

En las lineas que siguen encontrards numerosos ejemplos de obras
extraidas de la pintura, la escultura, el disefio gréfico, la arquitectura y
la ingenierfa, en las que se percibe una influencia matemdtica en alguna
fase de su génesis o desarrollo'. Esta influencia puede ser consciente
o inconsciente por parte del pintor, escultor, disenador, arquitecto o
ingeniero que las ha creado.

Asi las cosas, podria decirse que el libro que tienes en las manos
es un manual de arte matemdtico. Consecuentemente, su lectura
puede servir para que determinados artistas valoren el papel de las
Matemdticas como fuente de inspiracién. Por otro lado, este tratado
puede ser util a los matemdticos y a los profesores de Matemdticas a la
hora de tener una percepcién de esta disciplina mucho mds completa
y enriquecedora.

El contenido del libro estd estructurado en nueve capitulos y
un apéndice en el que, atendiendo a un segmento de lectores
con inquietudes matemdticas, se desarrollan algunos contenidos
matemdticos elementales a los que se han hecho referencia en los
capitulos que le preceden. En estos, a modo de salas de una galeria
de arte, se exponen algunas obras atendiendo al tipo de tdpicos

matemdticos que las inspiran o podrian haberlas inspirado.

' Los lectores familiarizados con la influencia de las matemiticas en el arte notardn

la ausencia de algunas obras paradigmdticas de Dali, Escher, Durero, etc., cuya repro-
duccién (sujeta a las tasas derivadas del copyright) hubiese encarecido y dificultado
la publicacién de este libro.



Asi, el capitulo 1 [Némeros artisticos] se consagra a aquellas obras en
las que los simbolos utilizados para representar los niimeros juegan un
papel relevante.

Por otro lado, el capitulo 2 [Demostraciones cromiticas] pasa revista a
una coleccién de teoremas matemdticos cuyas demostraciones gréficas
pueden utilizarse en la creacién artistica.

El capitulo 3 [Arte poligonal] pone de relieve la incidencia de algunos
poligonos (tridngulos, cuadrados, rectdngulos, pentdgonos regulares y
pentdgonos regulares estrellados, hexdgonos y octégonos) en el arte.

Por su parte, el Capftulo 4 [El discreto encanto de las curvas] atiende a la
presencia de algunas curvas elementales (cénicas, sinusoides, espirales
y catenarias) en la pintura, arquitectura e ingenierfa.

El capitulo 5 [Poliedros: las mil caras del arte] pone de manifiesto
las posibilidades artisticas de los poliedros regulares, los poliedros
arquimedianos, los prismas y las pirdmides.

Algunos cuerpos redondeados (esferas, conos, cilindros y elipsoides) son
los protagonistas del Capftulo 6 [Geometria tridimensional redondeada].

La presencia de las superficies regladas en el arte se estudia en el
capitulo 7 [La belleza de las superficies regladas].

El capitulo 8 [Misceldnea] incluye una serie de tépicos cuya ubicacién
en los capitulos anteriores hubiese resultado problemdtica.

Por dltimo, en el capitulo 9 [Galeria de imégenes comentadas] se
ofrecen los comentarios de matemdticos y artistas a algunas obras de
arte matemdtico.

Llegados a este punto, te invitamos a que inicies tu paseo por la
exposicion MARTEMATICA y te deseamos que esta visita te resulte
provechosa.

Al mismo tiempo, a modo de ayuda, te adjuntamos el programa de
mano en el que se detalla la distribucién de los contenidos en cada una

de las nueve salas.



SALA 1: Ntimeros artisticos

SALA 2: Demostraciones romdticas

SALA 3: Arte poligonal

SALA 4: El discreto encanto de las curvas
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SALA 6: Geometria tridimensional redondeada

SALA 7: La belleza de las superficies regladas

SALA 8: Misceldnea

SALA 9: Galerfa de imdgenes comentadas




Capitulo 8

Miscelanea

En este capitulo, a modo de popurri, presentamos diversos tépicos

que no hemos sido capaces de incluir en las pdginas precedentes.
8.1. La banda de Moebius

La banda de Moebius, en honor al matemdtico alemdn August
Ferdinand Moebius (1790-1868), es uno de esos extrafios seres
matemdticos que, en primera instancia, suele sorprender a propios y
extrafios.

La banda o cinta de Moebius es una superficie de una sola cara que
se obtiene a partir de una tira de papel ABCD, pegando los lados AD
y BC de modo que A coincida con C y D con B.

A B

D Cc

Asi se genera un objeto 3D como el que estd representado en el sello

de correos de la figura adjunta.

Cintas de Moebius en un sello brasilefo
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La cinta de Moebius ha sido utilizada por algunos artistas pldsticos.
Por ejemplo, el grabador holandés Maurits Cornelius Escher (1898-
1972) se sirvié de ella en sus conocidos trabajos Moebius Strip 1(1961)
y Moebius Strip II (1963). Por su parte, el pintor, escultor y arquitecto
suizo Max Bill (1908-1994) dio a conocer la famosa banda en algunas
de sus esculturas de granito.

Menos conocidas son las esculturas de Carlo H. Séquin, profesor
de Ciencia de la Computacién en la Universidad de Berkeley
(California), relacionadas con la cinta de Moebius. En las figuras
siguientes ofrecemos una versién clésica y otra poliédrica de dicho

monstruo matemadtico.

Carlo H. Séquin. Escher’s Moebius Band | (2000)

Carlo H. Séquin. Moebius Prism (1999)



8.2. La sucesion de Fibonacci

El matemdtico mds notable y productivo de toda la Edad Media
fue Leonardo de Pisa, conocido también como Leonardo Pisano y
Fibonacci.

En 1192, el padre de Leonardo fue nombrado director de una
companfa comercial de Bugia (Argelia). En esta ciudad Fibonacci
recibié las ensefianzas de un maestro drabe y aprendié a calcular con
los numerales indo-ardbigos que se usan en la actualidad.

Leonardo viajé por Egipto, Siria, Grecia, Siciliay por el sur de Francia,
relaciondndose con eruditos y estudiosos de las Matemdticas.

En 1200 Fibonacci regresé a su Pisa natal y escribié diversas obras
de contenido matemdtico, de las que sélo se han conservado las
siguientes: Liber Abaci (1202), Practica geometriae (1220), Flos (1225),
Carta a Teodoro y Liber quadratorum (1225).

En el Liber Abaci, Leonardo de Pisa dio un tratamiento satisfactorio a
la aritmética y al dlgebra. A lo largo de los quince capitulos del libro,
se muestra cémo nombrar y escribir los nimeros en el sistema indo-
ardbigo; se desarrollan métodos de cdlculo con nimeros naturales
y fracciones; se extraen raices cuadradas y cubicas; se obtienen las
soluciones de ecuaciones lineales y cuadrdticas; se resuelven problemas
de trueques, companfas, aligacién, etc., y se estudian cuestiones
précticas de geometria.

En este libro aparece la famosa sucesion de Fibonacci:
1,1,2,3,5,8,13,21, ...

en la que cada término, a partir del segundo, es igual a la suma de
los dos anteriores. Dicha serie numérica permite resolver el siguiente

problema sobre la descendencia de una pareja de conejos.

77



;Cudntas parejas de conejos se producirdn en un anio, a partir de una
pareja, si cada mes cualquier pareja engendra otra, que se reproduce a su

vez desde el segundo mes?

Aunque pueda parecer extrano, encontramos la sucesién de Fibonacci
en una fuente disefiada por el matemdtico y escultor Helaman
Ferguson, en las columnas del atrio del Santuario de Nuestra Sefiora
de Torreciudad (Huesca), en una chimenea de la ciudad finlandesa de
Turku y en dos esculturas del australiano Andrew Rogers localizadas

en Jerusalén y en el desierto de Arava (Israel)!, respectivamente.

Heliodoro Dols. Columnas del atrio del Santuario de Nuestra
Senora de Torreciudad

Cada una de las esculturas de Rogers consta de treinta y dos piedras
prismdticas dispuestas en columnas de acuerdo con el capicia de

Fibonacci 11235853211.

I

La escultura del desierto de Arava forma parte del proyecto 7he Rhythms of Life
con obras repartidas por Australia, Sri Lanka, Bolivia, Chile e Israel.

178



8.5. El arte de ilustrar

En los libros antiguos de Perspectiva y Geometria es fdcil encontrar
bellos dibujos de poliedros que pueden servir de ejemplo e inspiracién

a los artistas gréficos que se dedican a la ilustracién.

¥ ecTOHEDRVM - AUl lCOMEDRYVE -

THis svMT NATVRE KEAVM FALAGRBLA QVING, .
QVELs 51ME NIL FOISVAT BYLGIS SFBACVLA VITA -
Ry svamw sEnMoNIs RESONANTIA GRAMATA quINg, . |
Q‘-I”lu MIL FOSYVRT VARA DISCRIMINA VYOOI «
3 M AT IR CANGNISTICA CORPORA) QVING, »
QvEES Sibis WILFOISYNT SPECIOLA MATHE MATA MR

Ln.__.... _ -4

Augustin Herschvogel (1503-1553)



Notemos que en la representacién anterior de los cinco poliedros
regulares aparece una identificacién de cuatro de ellos con los
elementos aire, tierra, fuego y agua distinta de la que se encuentra en
la cosmologia platdnica (octaedro = aire, tetraedro = fuego, cubo ~

tierra, icosaedro ~ agua).
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Poliedros de Johannes Kepler

187



Jean-Francois Niceron. Thaumaturgus Opticus (1638)

8.6. Matelogos

En el mundo del disefio grdfico la presencia de las Matemdticas
en general y de la Geometria en particular es evidente en algunos

logotipos.

DIURSA

GRUPO INMOBILIARIO
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Capitulo 9

Galeria de imagenes comentadas

En este dltimo capitulo presentamos una coleccién de imdgenes a las
que hemos afiadido comentarios escritos por profesores, matemdticos,

cientificos y artistas.

V.Meavilla (2006)

La imagen se parece a un mantel. Es como uno de esos manteles que
se usan para ir al campo a merendar. Aunque si nos paramos un poco,
enseguida empezamos a ver “cosas” relacionadas con las matemdticas.

Vemos que hay cuatro ejes de simetria, a partir de los cuales podriamos
determinar cudl es el motivo minimo que nos permite generar todo el
dibujo mediante traslaciones, giros o simetrias.

Vemos un cuadrado, y en su interior cuadrados mds pequenos que,
a su vez, contienen otros cuadrados. Inmediatamente se nos aparece
la idea de fractal, asi como una de sus principales caracteristicas: la

autosemejanza.
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Janee Aronoff. Gold

Decia Eistein que si consiguiéramos poder desplazarnos a la velocidad
de la luz el tiempo se detendrfa. ..

Esta obra da una sensacién de viajar en el tiempo y sumergirnos en
la profundidad de la geometria. Sin tiempo. Paz.

Si empezamos a mirar la obra desde su interior veremos que surgen
dos posibles caminos que van dando vueltas y expandiéndose y que
no se cruzan en su andadura, son como dos series numéricas, los
ndimeros impares y los pares que pueden prolongarse hasta el infinito
y nunca llegardn a tener ningiin ndmero en comun. Recuerda a una
espiral hecha de espirales que una surge de la otra expandiéndose
continuamente, como si estuviera en movimiento. Si te alejas parece
que vaya a menor velocidad y si te acercas va a més velocidad. Hay

momentos, segiin cémo se mire, que parece que sale del papel en
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direccién hacia nosotros, como la concha de un caracol, y otros
momentos que parece que caemos en un gran agujero en forma de
tobogdn, de una gran profundidad. Una funcién que tiende hacia el
infinito como si fuera su limite.

¢Qué hay en su interior?

La vida da muchas vueltas y aunque a veces nos parece complicada,
al final siempre hay una luz, como las matemdticas. Para mi las
matemdticas nos ayudan a ir por la vida resolviendo los pequefios
o grandes problemas que se nos presentan en el dia a dia. Todas las
ciencias se ayudan de los nimeros para poder expresar resultados y
los niimeros nos acompafian desde que nos levantamos hasta que
nos vamos a dormir, a veces, como en la figura, nos pueden parecer
complicados pero al final nos dan una sensacién de seguridad que es
lo que me transmite esta obra. SEGURIDAD, y mucha exactitud que
es la tranquilidad que transmiten los ndmeros.

Esta obra esta muy bien proporcionada y mantiene una gran
relacién. Si trazamos bien las primeras lineas, las siguientes ya son una
continuidad que nos vienen marcadas por el dibujo, si en matemdticas
conseguimos una buena base, podemos construir después un gran
edificio. Es muy importante colocar bien las primeras piezas para
que después todo encaje. Todos tenemos capacidad para aprender
matemdticas como la tenemos para aprender a andar o a comer o...
pero hay que despertar sensaciones positivas para ello.

Hablando de comer este dibujo podria recordarnos una gran
ensaimada de crema o de nata a la que le das el primer mordisco,
todo es empezar y a veces, en matemdticas también todo es empezar.
Si tienes confianza en que tu puedes y dispones de las herramientas
necesarias para ello, puedes “comerte” las matemdticas.

En la naturaleza podemos encontrar figuras geométricas de una gran
belleza, flores, peces, conchas, frutos... y también podemos expresar,
mediante figuras geométricas, obras de gran belleza como la que se nos

propone. La matemdtica también contribuye a crear belleza.
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Como digo en mi dltimo libro, A la matemdtica se llega por el

sentimiento.

Dr. Salvador VIDAL RAMENTOL
Vicedecano de Magisterio
Facultad de Humanidades

Universidad Internacional de Catalufa

Jesus Rando. Color 1 (2002)

Uno de los principales retos a los se enfrenta un pintor abstracto
cuando se pone delante de una tela totalmente blanca es el de
descomponerla en zonas para, acto seguido, iluminarlas con color.

En ocasiones este proceso se limita a dividir una porcién del plano
en conjuntos disjuntos, limitados por segmentos rectilineos, cuya
unién recubre el lienzo. En otras se recurre a descomposiciones mds
sofisticadas y complejas (regiones con intersecciones no vacfas) en las

que pueden intervenir las grdficas de ciertas funciones elementales.
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Esta segunda técnica es la que pone en préctica Jesis Rando (amigo,
profesor y artista turolense) en su obra Color 1.

Las fronteras que delimitan las distintas provincias cromdticas bien
podrian ser las grificas de algunas funciones trigonométricas, tan
familiares a los estudiantes de Bachillerato. Quizds el artista, en su
doble faceta de pintor y ensefiante, no ha podido sustraerse al uso de

ciertos objetos matemdticos en el disefio de su mapa multicolor.

Vicente MEAVILLA SEGUI
LE.S. “Francés de Aranda” de Teruel
Dpto. de Matemdticas (Universidad de Zaragoza)

Stan Slutsky. 746

Estamos ante una figura aparentemente muy simple. Se reduce a una
sucesién de octédgonos inscritos cada uno en el anterior mediante una
sencilla regla que nos da los puntos del perimetro de cada octégono

que son vértices del siguiente.
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Pero una mirada mds atenta a la figura nos descubre aspectos que van
mds alld de la simple geometria.

Esta figura puede representar perfectamente el fluir de nuestra vida
formada por la sucesién ininterrumpida de afos y dias. Cada dfa que
vivimos se apoya en el anterior de forma que la experiencia que vamos
acumulando modela e influye en los dias que nos quedan por vivir.
Ademds, al igual que ocurre en la figura, cada afio de vida se nos hace
mds corto que los anteriores. De hecho exclamamos a veces: ;Qué
rdpido pasa el tiempo!

En la figura los colores van cambiando suavemente, pero en algunas
zonas hay un cambio mds brusco. También nuestra vida fluye en
forma continua, pero vivimos algunos momentos especiales en los
que rompemos la monotonia y hacemos algo que tiene una mayor
repercusion en nuestro futuro.

Y ;qué ocurre en nuestra figura al final del proceso, cuando los
octégonos se van empequefieciendo? Observdndola da una impresién
de huida hacia una zona que se ve con mayor luminosidad. Aqui ya
cada uno puede hacer una interpretacién en funcién de la filosofia y
creencias que tenga sobre el final de su existencia.

Yo creo que entre las diversas manifestaciones del arte existen unas
conexiones internas que s6lo puede descubrir el ser humano por la
posibilidad que tiene para detectar la belleza.

Y digo esto porque la contemplacién de esta figura también me
sumerge en el mismo climax de paz y serenidad que ya he vivido
anteriormente en muchas ocasiones escuchando la primera sinfonia de
Brahms, sinfonfa que como sabemos compuso en su madurez cuando
ya rondaba los dos tercios de su existencia.

Y tratando de adivinar la conexién entre estas dos obras de arte, he
escuchado atentamente unavez més estagran sinfonfabrahmsiana, y creo

haber localizado el punto comun en un pasaje del primer movimiento

222



Los picos de la estrella estdn formados por tridngulos isésceles cuyos
dngulos en la base son de 72°. Si trazamos la bisectriz de uno de los
dngulos de la base obtenemos dos tridngulos isésceles uno de los cuales

es un tridgngulo semejante al tridngulo original.

1

X -1

Si tomamos la base del tridngulo como 1 y la longitud de los lados
iguales como x, tenemos entonces que de la semejanza de los tridngulos

se tiene la relacién:
x:1=1:(¢-1)

. ., 2 , ..
Por tanto xsatisface laecuaciéon x"—x—1=0 . La raiz positiva

de esta ecuacién es 1+V5
2

Este ndmero es precisamente la razén durea, también denotada por
®. La estrella de cinco picos era muy apreciada por los Pitagéricos ya
que los lados se cortan en la razén 4urea.

El pentdgono regular se puede descomponer en tres tridngulos
isésceles. El tridngulo de en medio tiene un dngulo de 36° y dos
de 72°, por lo que la razén de la diagonal al lado del pentdgono es

también la razén dorada.
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Si la longitud del lado del pentdgono interior es 1, entonces la

longitud del lado del pentdgono exterior serd @2

El rosetdn tiene simetria rotacional de 72°, esto es, es invariante
ante rotaciones de 72° y multiplos de este dngulo. Si rotamos 72°
obtendremos una figura idéntica a la original. Después de cinco de
estas rotaciones los vértices vuelven a sus posiciones originales. Como
en esta celosia los lados se entrelazan y pasan unos debajo de otros, el
rosetén no tiene simetria bilateral. El rosetén no se puede sobreponer

a su imagen reflejada.

229



L XL

Centro del roseton Reflexion

Alfinio FLORES
Arizona State University

Division of Curriculum and Instruction

Carlo H. Séquin. Hilbert 512 3D (2005)
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Aunque a primera vista esta escultura de Carlo H. Séquin
(Universidad de Berkeley) pueda parecer un serpentin de cualquier
caldera o refrigerador (optimizado para obtener la mayor longitud en
el menor espacio posible), o incluso una recreacién mds o menos libre
del cerebro con sus pliegues y lébulos bien definidos una y otra vez;
nada mis lejos de la realidad, se trata de un paso al espacio (3D) de la

curva de Hilbert.

Hagamos un poco de historia: en 1890 Giuseppe Peano (1858-
1932) publicé un articulo titulado “Sur une courbe qui remplit
toute une aire plane”. Esta curva, como la de Hilbert (1862-1943),
tiene la propiedad notable de “llenar” el plano, en el sentido de que

pasa por cualquier punto, por ejemplo, del cuadrado unidad.
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Para construir la curva de Peano se puede actuar asi: (i) se parte de
un segmento de longitud unidad, (ii) se toman 9 nuevos segmentos,

cada uno de longitud 1/3, y se colocan de la forma siguiente:

(iii) se procede de forma similar sobre los nuevos segmentos,

Si se sigue aplicando la férmula recursiva llegaria a llenarse todo el

drea del cuadrado:
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La curva de Hilbert fue descrita, por éste en 1891. Comienza con un
linea compuesta de 3 segmentos, cada uno de longitud unidad, que

conecta los centros de cuatro cuadrantes:

En la etapa siguiente se realizan cuatro copias de la figura inicial,
reducidas en la proporcién 1/3, y se colocan en los cuadrantes. Se
observa que para construir esta nueva figura, es necesario unir las

copias de la anterior con tres segmentos de longitud 1/2.
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Para realizar una nueva iteracién, se hacen cuatro copias de la
figura inicial, reducidas en la proporcién 1/2, se colocan como se
indica y se unen las copias mediante tres segmentos, ahora de tamafio
1/4. Se observa, asi, que el objeto que resulta no es estrictamente

autosemejante.

e ]
S
i

Y siguiendo con el proceso:
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Apéndice para los aficionados a las
Matematicas

1. Sistemas de numeracidn: algo de historia
1.1. La numeracion en el valle del Tigris y el Eufrates

Los antiguos babilonios utilizaron, ademds de algunos sistemas
mixtos, de uso en las transacciones de la vida ordinaria, dos sistemas
de numeracién, a saber: uno decimal (de base 10) y otro sexagesimal
(de base 60).

En el sistema decimal, cada signo se podia repetir hasta nueve veces.
Cuando el ndmero de repeticiones era mayor que tres, los signos se
disponian en filas (dos o tres) colocadas una sobre otra. En algunos
casos se utilizaba el principio sustractivo, mediante la introduccién de

un simbolo especial llamado “lal”.

re
(=10 T

Fr— =400 ‘ <<< !’ rrr’ - 27

<<r?" =4000

<<<<ﬁ" = 10000

Simbolos del sistema decimal babilonico (José A. Canteras)

Desde un punto de vista matemdtico, resulta mucho mds interesante
el sistema de numeracién sexagesimal, utilizado exclusivamente en los
textos de contenido puramente matemdtico o astronémico. En este

M e . v
sistema, los nimeros naturales superiores a 59 se expresaban segun las
potencias de 60. También se usé el “principio de posicién” en virtud
del cual el valor de una cifra depende del lugar que ocupa. Hasta el afio
200 a. C. no se encuentra en los textos babilonios un signo especial

parael cero.
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El sistema de base 60 también se utilizé para representar fracciones.
La ambigiiedad con respecto a las fracciones y los nimeros naturales
se superaba por el contexto, a partir del cual se podia establecer el

valor de cualquier nimero escrito sexagesimalmente.

ad = 60:33+F = 2347

S
<

AR
J

Representacién sexagesimal del nimero 2347 (José A. Canteras)

W «F

Fracciones en el sistema sexagesimal babilénico (José A. canteras)

2F
30+ 7o)

1.2. Los numerales egipcios

El sistema de numeracién utilizado por los egipcios era decimal. El
simbolo unidad de cada orden se podia repetir hasta nueve veces;
cuando el nimero de repeticiones era mayor que cuatro o cinco, los
signos del mismo orden se distribufan en dos o tres filas (una sobre
otra). Los nimeros se escribfan de izquierda a derecha o de derecha a
izquierda. En ambos casos, las cifras de orden superior iban antes que

las de orden inferior.
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=4 § = 4000 \# =4co00000 €@ nnan, S
N=4o ) =40.000 O 4o.000000 i@%nnnﬂ W=

@=4oo 87 = 400000

Simbolos egipcios para las ocho primeras potencias de diez (José A. Canteras)

En cuanto a las fracciones, acostumbraron a trabajar con fracciones
unitarias (fracciones cuyo numerador es igual a 1), que designaban
escribiendo el denominador y sobre él un signo especial. Aquellas
fracciones no susceptibles de ser representadas en forma de fracciones
unitarias se escribfan como suma de varias fracciones de este tipo.
El papiro de Ahmes (ca. 1700 a. C.) contiene una tabla que facilita
la resolucién de los problemas de esta categorfa; sin embargo, no se

especifica el método seguido para su confeccidn.
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Fracciones en el sistema decimal egipcio (José A. Canteras)

1.3. Letras y numeros en Grecia

Parece razonable admitir que los griegos de los primeros tiempos (asi
como los antiguos egipcios, babilonios y demds pueblos orientales)
realizaron sus cdlculos valiéndose de los dedos o con la ayuda de
guijarros.

A medida que se fueron complicando los célculos, debido al empleo
de numeros mayores, los guijarros se dispusieron en columnas,
diferencidndose asi las unidades pertenecientes a los distintos

drdenes.
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Con el paso del tiempo, las columnas fueron reemplazadas por hilos
o varillas de alambre (fijadas en un bastidor) y los guijarros por cuentas

ensartadas en los alambres. De este modo pudo surgir el dbaco.

José A. Canteras. Abaco

La tradicién atribuye a Pitdgoras la introduccién del dbaco en Grecia.
Siguiendo a Boecio (s. V1), los pitagdricos utilizaron en el 4dbaco nueve
signos, llamados dpices, cuya forma era similar a la de los signos indo-
ardbigos.

En una fecha sobre la cual no hay acuerdo entre los investigadores,
los griegos tuvieron la original idea de representar los numeros
mediante las letras de su alfabeto. Asi, en el sistema de numeracién
4tico, todos los nimeros (hasta el 50000) se escribfan a partir de seis
simbolos simples y cuatro compuestos, teniendo en cuenta las dos
reglas siguientes:

a) Cada signo simple se podia repetir, a lo sumo, cuatro veces.

b) Los simbolos de los dérdenes superiores se disponfan a la

izquierda de los signos de los 6rdenes inferiores.
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| X=41000
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Sistema de numeracién atico (José A. Canteras)

En el sistema de numeracién alfabético se utilizaron veintisiete

letras distribuidas en tres grupos de nueve letras cada uno. El primer

grupo denotaba las unidades; el segundo, las decenas; el tercero, las

centenas. Para distinguir las letras que representaban nimeros de las

que formaban parte del texto se solfa colocar un trazo horizontal sobre

cada signo o conjunto de signos.

SISTEMA

ALFABETICO

PRIMER GRUPO
(UNIDADES)

SEGUNDO GRUPO, E R 1 ﬁ'
4 (vecenas) 140 20 30 40 50 60

TERCER GRUPO
(cenTENAS)
LS

PG 7 v PR FBDD
400 200 300 400 500 600 00 800 300

792=Yop

Sistema de numeracion alfabético (José A. Canteras)
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Con el sistema alfabético, en el que los simbolos de los érdenes
superiores se escribfan a la izquierda de los signos de los érdenes
inferiores, se podian expresar todos los nimeros desde el 1 hasta
el 999. Para escribir los millares se utilizaban los signos del primer
grupo “decorados” con un trazo inclinado colocado a su izquierda.
Las decenas de millar (las miriadas) se expresaban mediante la letra
M, tomada del sistema dtico, sobre la que se escribian las letras del
primer grupo. Hagamos notar que los griegos no tenfan un simbolo

para el cero.

MILLARE5<r/a //-g ? /g = /g /_9- 2 /6
UOOO 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

(e * O = h T om
MRIADAS { M M M M M M M M ™M
10000 20000 30000 40000 50000 60000 F0000 80000 30000

Los millares y las miriadas en el sistema alfabético (José A. canteras)

Las fracciones se designaban escribiendo primero el numerador
(marcado con un acento) y luego el denominador (marcado con
dos acentos) y escrito dos veces. En el caso de fracciones unitarias se

suprimfa el numerador y el denominador sélo se escribia una vez.

__‘%-:ﬁ’ Le” Le”

4 H
16~ LS

Las fracciones en el sistema alfabético (José A. Canteras)
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2. Tres demostraciones elementales del
teorema de Pitagoras

2.1. Una demostracion egipcia

Algunos historiadores opinan que los antiguos egipcios estuvieron en
condiciones de demostrar el “teorema del tridngulo rectdngulo” para
el caso particular de un tridngulo rectdngulo isésceles. Esta hipdtesis
no resulta descabellada dado que la simple contemplacién de un
suelo cubierto con baldosas cuadradas conduce, de forma rdpida,
a la conclusién de que el cuadrado construido sobre la hipotenusa
de un tridngulo rectdngulo isésceles es equivalente a los cuadrados

construidos sobre los catetos [véase la figura adjunta].

Resulta obvio que, tomando como unidad de drea la mitad de
cualquier baldosa cuadrada, el drea del cuadrado construido sobre la
hipotenusa del tridngulo rectdngulo gris es 4. Por otro lado, el drea
de cada uno de los cuadrados construidos sobre los catetos es 2. Dado

que 4 =2 + 2, el teorema de Pitdgoras queda probado.
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2.2. Una demostracion atribuida a Pitagoras

Los cuadrados (a) y (b) de la figura anterior son equivalentes [= tienen
la misma drea = sus lados tienen la misma longitud].

El cuadrado (a) estd compuesto por cuatro tridngulos rectdngulos
congruentes (T) y dos cuadrados, uno negro y otro rayado. La
longitud del lado del cuadrado negro coincide con la del cateto menor
de cualquiera de los tridngulos T. La longitud del lado del cuadrado
rayado coincide con la del cateto mayor de cualquiera de los tridngulos
T.

El cuadrado (b) estd compuesto por cuatro tridngulos rectdngulos
congruentes (T) y un cuadrado gris cuyo lado tiene la misma longitud
que la hipotenusa de cualquiera de los tridngulos T.

Con esto, si del cuadrado (a) suprimimos los cuatro tridngulos T'y
del cuadrado (b) eliminamos los cuatro tridngulos T, entonces el drea
del cuadrado gris es igual al drea del cuadrado negro mds el drea del
cuadrado rayado.

Es decir:

El cuadrado construido sobre la hipotenusa del tridngulo recténgulo

T es equivalente a los cuadrados construidos sobre sus catetos.
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2.3. La demostracion de Thabit ibn Qurra

En la seccién 2.3.1. del capitulo 2 [Demostraciones cromdticas] nos
hemos referido a la demostracién que del teorema de Pitdgoras hizo el
matemdtico drabe Thabit ibn Qurra alld por el siglo IX.

Para comprender la belleza y sencillez de dicha prueba nos serviremos
de un rompecabezas compuesto por tres piezas.

Queremos demostrar que el drea del cuadrado rojo, construido sobre
la hipotenusa del tridngulo recténgulo azul, es igual a la suma de las
dreas de los cuadrados azules construidos sobre sus catetos (véase el

diagrama siguiente).

Para ello descomponemos el cuadrado rojo en dos tridngulos
rectdngulos amarillos (congruentes al tridngulo rectdngulo azul) y
un pentdgono céncavo gris. Estos tres poligonos son las piezas del

rompecabezas que vamos a utilizar para la demostracién.
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A partir de esta descomposicidn, la demostracién del teorema de
Pitdgoras resulta visualmente evidente si atendemos a la sucesién de

diagramas siguiente:

Por tanto:
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3. Division de un segmento en media y extrema
razén: el nUmero aureo

3.1. Divisiéon de un segmento en media y extrema razén

En la proposicién 11 del libro II de los Elementos de Euclides (ca. 300
a. C.) se plantea el problema siguiente:

Dividir una recta en dos partes de modo que el rectdngulo comprendido
por la recta entera y por una de sus partes sea equivalente al cuadrado de
la otra parte.

Dicha proposicién puede enunciarse en los siguientes términos y
equivale a la divisién de un segmento rectilineo en media y extrema
razén:'

Dividir un segmento rectilineo AB en dos partes desiguales AX y XB de
modo que la razén entre la parte mayor y la menor (AX/ XB) sea igual a

la razdn entre el segmento total y la parte mayor (AB / AX).

Dicho problema ya fue conocido por los antiguos pitagéricos dado
que su solucién era necesaria para dibujar el “pentalfa” [= pentdgono
regular estrellado], simbolo de la hermandad pitagérica.

Si el punto X divide al segmento AB en media y extrema razén se

dice que AX es el segmento dureo de AB.

' En su obra De divina proportione, el matemdtico italiano Luca Pacioli (ca. 1445
—1509) introdujo el término “divina proporcién” para referirse a la divisién de un
segmento en media y extrema razén.
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3.1.1. Cé6mo dividir un segmento rectilineo en
media y extrema razén o cémo hallar el segmento
aureo de un segmento rectilineo dado

Sea AB el segmento rectilineo dado. Sea X el punto que lo divide en

media y extrema razén.

A B
X
a

Entonces:

AX/XB=AB/AX=x/(a-x)=a/x=>x=a@a—-x) =>xX+ax=2a°

En otras palabras:

El problema de dividir un segmento rectilineo AB = a en media y
extrema razén equivale a resolver la ecuacién cuadrdtica x* + ax = a’
o la x(x+a)=2a% [1].

Vamos a resolver la ecuacién [1] utilizando un procedimiento
geométrico, con la esperanza de que dicha resolucién grifica nos
indique el camino que debemos seguir para determinar el punto X

que divide al segmento AB en media y extrema razén.

A
\ 4
A
v
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El diagrama anterior es el dibujo del primer miembro de la ecuacién
[1]. En consecuencia, el drea del rectdngulo de dimensiones x y a +
x es a’.

Por tanto, el drea de cada uno de los diagramas siguientes también

es a’.

T ox  ar an
X .oal2 o

X

al2

Ahora bien, el drea del poligono céncavo representado en la dltima

figura es igual a [x + (a/2)]* — (a/2)% Dicho en otras palabras:
2 2
x+| 2| —[2] =a?
2 2

De donde:
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Es decir:

El segmento rectilineo x + (a/2) es la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo cuyos catetos son a y a/2.

Por tanto, para determinar la longitud del segmento x [= segmento

dureo del segmento AB = a] deberemos proceder del modo siguiente:

[1] Dibujar un tridngulo recténgulo ABC de catetos a y a/2.

X + (a/2) al2

[2] Con centro en C y radio CB [= a/2] describir un arco de
circunferencia que corta a la hipotenusa en el punto S. Con esto se

tiene que CS=a/2 y SA=x.
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[3] ConcentroenAyradio AS [=x] describir unarco de circunferencia
que corta al cateto AB [= a] en el punto X. Con esto se tiene que AX

[= x ] es el segmento dureo del segmento AB.

3.1.2. Dado el segmento aureo de un segmento
rectilineo, construir dicho segmento

Sea AX =a el segmento dureo de un segmento AB = a + x.

A B
X
a+Xx

Entonces:

AB/AX=AX/XB=(@+x)/a=za/x=>x(a+x) =2’

Siguiendo un razonamiento andlogo al del apartado anterior se llega
al resultado siguiente:

El segmento rectilineo x + (a/2) es la hipotenusa de un tridngulo

rectédngulo cuyos catetos son a y a/2.
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Por tanto, para determinar la longitud del segmento a + x [= AB
= segmento rectilineo cuyo segmento dureo es AX = a] deberemos

proceder del modo siguiente:

[1] Dibujar un tridngulo rectdngulo AXC de catetos a y a/2.

C
+ (a2
x+(al2) al2
A X
a

[2] Con centro en C y radio CX [= a/2] describir un arco de
circunferencia que corta a la prolongacién de la hipotenusa en el

punto S. Con esto se tiene que AS = a + X.

[3] Con centro en A y radio AS [= a + x] se describe un arco de
circunferencia que corta a la prolongacién del cateto AX en el punto
B. Con esto se tiene que AB es el segmento rectilineo cuyo segmento

dureo es AX = a.
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3.2. El nimero aureo

Sea AB un segmento rectilineo y X el punto interior a él que lo divide
en media y extrema razén.

Entonces:
AB/AX=AX/XB=®

El ndmero @ (“phi”) se llama nimero 4ureo.

3.2.1. Calculode @

A

— N
4
v

A
v

atXx

a+x _a 1

AB/AX =AX/XB = O LIy L
X a X [0}

Por tanto, ® es la rafz positiva de la ecuacién cuadrdtica ®? -®-1=0
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De donde:

d =1,618034...

144144 1445
2 2

4, Rectangulos cordobeses

Un rectdngulo cordobés es aquel que tiene sus dimensiones en la
misma razén que el radio [ R ] de una circunferencia y el lado del
octégono regular [ L | inscrito en ella.

Para calcular la razén R prestemos atencion a la figura siguiente en
la que se representa la cuarta parta de un octédgono regular inscrito en

una circunferencia de radio R.

Si AC =0OC =x, entonces CB =R —x.
Aplicando el teorema de Pitdgoras a los tridngulos rectdingulos ACO

y ABC, se tiene que:

2% =R*=R=x+2
L2:X2+(R—X)2:X2+R2—X2—2RX:X2—2X2+X2—2X(X\/§):
— a2 =22 - JZ):‘LZX\E(\D*\E]
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Clifford A. Pickover

Las matemadticas de Oz

Gimnasia mental mds all4 del limite

ALMUZARA

oja un ldpiz. Reldjese. Después despegue en un viaje alucinante

hasta la dltima frontera de las matemdticas, la mente y el significado,
mientras el aclamado autor Dr. Clifford Pickover, Dorotea y el Dr. Oz
exploran algunos de los mds extrafos y peculiares caminos de aquellos
obsesionados con los ndmeros. Preparase para una odisea conforme Las
matemdticas de Oz abren las puertas de su imaginacién. Misterios, acertijos
y problemas que hacen reflexionar y que abarcan desde nimeros cebra
y primos circulares hasta nimeros legién —un ndmero tan grande que
hace que un trillén parezca insignificante en comparacién. Laberintos
extrafos, consecuencias raras y formaciones vertiginosas a través de
problemas de légica que le entretendrdn en cualquier nivel de sofisticacién
matemdtica. Las pruebas elaboradas por el enigmdtico Dr. Oz para evaluar
la inteligencia humana estimulardn el cerebro de incluso el aficionado
de acertijos mds 4vido. Ponga a prueba su ingenio con una variedad de
tépicos matemdticos: geometrfa y laberintos, sucesiones, series, grupos,
combinaciones, probabilidad y misdirection, teoria de niimeros, aritmética
e incluso problemas concernientes al mundo fisico.

Con numerosas ilustraciones, ésta es una introduccién original,
divertida y totalmente tinica a los nlimeros y a su papel en la creatividad,
ordenadores, juegos, investigacién prdctica y aventuras absurdas que estdn
al borde de la l6gica y la insensatez. Las Matemdticas de Oz le mantendran

en ascuas implorando ain mds.



R. Valeiras & J. Santos

Orden en el caos

El mundo de los rompecabezas matemdticos

ALMUZARA

0s juegos matemdticos suponen un reto para nuestra propia capacidad

mental. Desde los mds simples, hasta los mds complejos, su resolucién
nos estimula y nos permite desarrollar nuestras capacidades al tiempo que
nos divierten.

Este libro presenta numerosos rompecabezas de diversa complejidad,
analizados de forma clara y amena, tanto para los curiosos que quieran
iniciarse como para los aficionados deseosos de profundizar en el infinito
mundo de los puzzles. Se centra en rompecabezas, de movimientos
secuenciales, al que pertenecen juegos tan famosos como el Cubo de Rubik
o la Torre de Hanoi. Son puzzles de formas y caracteristicas variadas, en dos
o tres dimensiones: bloques deslizantes, intercambio de piezas, gravedad,
plegado... Se han seleccionado algunos conocidos, otros menos conocidos
e incluso algunos disefiados por los propios autores.

Si se decide a abrir el libro encontrard que bajo el aspecto cadtico de los
puzzles se puede encontrar cierto orden con restricciones, permutaciones,
algoritmos y teorfa de grupos; en definitiva, orden en el caos. Las leyes de
las matemdticas funcionan también en ese dmbito.

Para entender los contenidos de este libro no se necesitan conocimientos
avanzados de matemdticas. El lector aprenderd a ordenarlos siguiendo las
indicaciones dadas, acompafiadas de abundantes ilustraciones. En algunos
casos, sélo se hacen unos andlisis iniciales que le permitirin continuar

investigando por su cuenta.
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