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1. Introduccion.

Muchas reglas matematicas se pueden aplicar en la vida cotidiana; otras no. Por ejemplo, la
propiedad conmutativa no siempre se cumple:no es el mismo resultado si nos duchamos y después
nos secamos que si nos secamos antes de ducharnos. La propiedad transitiva es una propiedad que
si suele cumplirse con frecuencia (aunque no siempre). Las relaciones “ser mas
alto/grueso/viejo/rico/veloz/...“  cumplen la propiedad transitiva: Si  Juan es mas
alto/grueso/viejo/rico/veloz/... que Miguel y este lo es a su vez respecto de José, entonces Juan es
mas alto/grueso/viejo/rico/veloz/... que José.

Esta verificacion de algunas propiedades en casos concretos de la vida diaria puede hacernospensar
que es algo general, que siempre se cumplen; por ello, nos solemos encontrar con contradicciones
cuando esas propiedades dejan decumplirse. Vamos a ver varios ejemplos en el campo del azar.

Los que nos dedicamos a la ensefianza de las matematicas sabemos las dificultades que suelen tener
las personas no entrenadas al trabajar con el azar y la probabilidad. Es un campo que da lugar a
muchas paradojas, encontrandonos con resultados que contradicen nuestra légica y es por eso que
es bastante facil equivocarse en las previsiones que expresamos antes de hacer un experimento. El
ejemplo mas conocido de esta contradiccion a nuestra intuicion, y del que pueden encontrarse
numerosas entradas en internet, quizas sea el Problema de Monty Hall.

En este articulo vamos a mostrar ejemplos de juegos de azar que son no transitivos, es decir, nos
vamos a encontrar con gque un elemento A le gana a B, por su parte B le gana a C y, en contra de lo
previsto, C le gana a A. Por eso, conociendo las posibilidades de ganar uno a otro, tendremos mayor
probabilidad de ganar a nuestrocompetidor una vez que sepamos qué elemento,A, B o C,ha
escogido él.

Hay muchos objetos de azar en los que nos podemos encontrar probabilidades que contradicen la
propiedad transitiva: ruletas, dados, monedas, cartas, conjunto de bolas, etc. Vamos a presentar aqui
los més conocidos.

2. Juegos de dados.
La mayor variedad de juegos de azar no transitivos se da cuando utilizamos dados. En general

vamos a tener una serie de dados, normalmente tres o cuatro, con distintos valores en sus caras, y
que incumplen la propiedad transitiva como se ve al estudiar sus probabilidades.



2.1. Tresdados del 1 al 6

Disponemos de tres dados cubicos en cuyas caras aparecen los nimeros que se ven en la siguiente

tabla:

DadoA|2]2]2|5]|5]|5
DadoB [1(4|4|4|4|4
DadoC|3[3]3|3[3]|6

Si realizamos el estudio de las probabilidades de que un dado gane a otro'obtendremos las
siguientes tablas, donde hemos indicado en su interior la letra del dado ganador en la comparacion

de valores.
Dado B Dado C Dado A

114 |4 (4 4|4 3(3(3[3|3]|6 22|25 |5 |5
2/A|B|B|B|B|B i|{c|Cc|Cc|C|C]|C 3|C|C|C|A|A|A
< 2/A|B|B|B|B|B 0 4/B|B|B|B|B|C O 3|C|C|C|A|AA
S 2/A|B|B|B|B|B S 4/B|B|B|B|B|C S 3|C|C|C|A|AA
ch 5/|A|lA|A|A|AA 8 4/B|B|B|B|B|C ch 3|C|C|C|A|AA
5| A|lAJAAAA 4 B|B|B|B|B|C 3|C|C|C|A|A|A
5/|A|A|A|A|A A 4/B|B|B|B|B|C 6|C|C|C|C|C]|C

Y resumiendo las probabilidades de ganar de cada dado en una sola tabla, tenemos:

Dado/Frentea | A B C
A - 7/12 | 5/12
B 5/12 - 25/36
C 7/12 | 11/36 -

Tal como puede apreciarse, el dado A gana al B con una probabilidad? de 7/12 = 58%, el B gana al

C con una probabilidad de 25/36 = 69% y el dado C gana al A con un 7/12 = 58% de probabilidad.

Estos dados tienen ademas una curiosa propiedad. Si se lanza dos veces el mismo dado y se suman
los resultados, entonces las ventajas de invierten.

Dado / Frente a A B C
A - 59/144 86/144
B 85/144 - 625/1296
C 58/144 | 671/1296 -

Ahora el dado C gana al B con una probabilidad del 52%, el B gana al A con un 59% y, por altimo,
el A gana al C con una probabilidad del 60%.

! Se dice que un dado gana a otro si al tirar ambos dados el primero muestra mas puntos que el segundo la mayoria de

las veces.

2 La probabilidad se mide con un nimero entre 0 y 1: sin embargo, para facilitarla comprension y, sobre todo, la
comparacion vamos a expresar estos valores en forma de porcentaje.
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2.2. Tres dados del 1 al 18
En el caso anterior, los dados tenian en sus caras los niUmeros habituales del 1 al 6.

Vamos a ver otro ejemplo con dados pero ahora utilizando todos los nimeros del 1 al 18 sin repetir
ninguno.

DadoA |57 8|9 [10]18
DadoB |2 3| 4 15|16 |17
DadoC|1[6]11]12]13]14

Ahora, al hacer el correspondiente estudio de las probabilidades de ganar, nos encontramos que
todas son iguales entre unos dados y otros: los porcentajes de un dado respecto al que pierde con él
son siempre del 58%.

El resumen de las probabilidades de ganar es el siguiente:

Dado/Frentea| A B C
A - | 7/12 | 5/12
B 5/12 | - |7/12
C 7/12 | 5112 | -

Luego de nuevo, el dado A gana al B, el B gana al C y este al A.
2.3. Dados de Efron

Lo que hemos visto en los dos apartados anteriores podemos plantearlo para cuatro dados en lugar
de tres, con el mismo desarrollo, primero mostrando una distribucién donde solo aparecen los
numeros desde el 0 hasta el 6, repitiéndose varias veces, y después otro modelo de distribucion
numeérica en los dados con valores desde el 1 al 24 donde no se repiten los nimeros.

El primer caso es conocido como Dados Efron debidos al mateméatico estadounidense Bradley
Efron (1938 - ), profesor de la Universidad de Stanford, especialista en Estadistica y creador de las
técnicas de muestreo llamadas bootstrap.

En este caso el juego se compone de cuatro dados con las siguientes distribuciones:

Suma
DadoA|0|0|4 (4|4 |4 12
DadoB 333|333 18
DadoC |2|2|2|2|6|6 20
DadoD |1(1]|1|5|5|5 18

S

I comparamos estos dados con los anteriores nos encontramos con una primera diferencia; en los
dos casos anteriores, si sumamos todas las caras de cada dado siempre obtenemos el mismo valor:
en el primer caso suman 21 y en el segundo 57. Sin embargo, en los Dados de Efron no suman lo
mismo. Esto, en un primer momento, nos puede hacer elegir uno de ellos en funcién de la suma de
sus caras (el dado C tiene la suma mayor), pero podemos estudiar, como en los anteriores, la tabla
de relaciones probabilisticas entre los dados y nos encontramos con lo siguiente:



Dado/Frentea| A | B | C | D
A - [2/3]2/3]1/3
B /3| - | 2/3]1/2
C 1/311/3| - |2/3
D 213 | 1/2|1/3| -

En este caso, el dado A gana al B con una probabilidad del 67%, y gana al C con la misma
probabilidad.EIl dado B gana al C de nuevo con la probabilidad del 67% y empata con el D.EI dado
C gana al D con el 67% de probabilidad.Y, por ultimo, el dado D gana al A con la misma
probabilidad del 67%, ademéas de empatar con el B.

Como vemos en este caso, las probabilidades de un dado de ganar al que le sigue (considerandolos
en un sentido ciclico -después de A viene B,..., después de D viene A-) es siempre la misma (2/3) y
ademas superior a la probabilidad de ganar a cualquiera de los dados anteriores.

2.4. Dados de Quimby

Veamos ahora la version de cuatro dados en los que aparecen repartidos todos los nimeros del 1 al
24 sin repetir en ninglin momento.

Esta distribucion, conocida como Dados de Quimby, se asocia al fisico Shirley L. Quimby, profesor
de la Universidad de Columbia. Tiene la siguiente asignacion de valores numéricos:

Suma
DadoA| 3 | 4 |5 (20|21 ]22 75
DadoB | 1| 2 |16|17 |18 19 73
DadoC | 10|11 |12 |13 |14 |15 75
DadoD | 6 | 7189 (23|24 77

Al hacer la tabla de doble entrada comparando las probabilidades de cada dado respecto a los otros
encontramos los siguientes valores:

Dado/Frentea| A | B | C | D
A - (2/3]1/2]1/3
B /3| - | 2/3]4/9
C 1/211/3| - |2/3
D 2/3 59 |1/3| -

Como podemos ver, de nuevo obtenemos una probabilidad del 67% de unos dados respecto a otros.
Asi el dado A gana al B, este al C, el C gana al Dy, cerrando el circulo, el dado D gana al dado A.

Ademas de lo anterior, los dados A y C empatan a probabilidades y el dado D gana también al B
aunque con una probabilidad menor, en este caso un 56%.

2.5. Version Alguerqgue de los dados de Quimby

Si nos fijamos en la distribucion de Quimby observamos que no todos los numeros que forman cada
dado suman lo mismo.

Nosotros proponemos una pequefia variacion de forma que todos los nimeros que estan en cada
dado suman 75 y se sigue manteniendo la propiedad ciclica de ganancia en los dados.



Hacemos la siguiente distribucién de valores:

Suma
DadoA| 2 | 3 | 7 |20]21 |22 75
DadoB| 1| 4 |16|17 |18 19 75
DadoC | 10|11 (12|13 |14 |15 75
DadoD | 516 | 89 (23|24 75

Al hacer la tabla de doble entrada, comparando las probabilidades de cada dado respecto a los otros,
encontramos los siguientes valores.

Dado/Frentea| A B C D

A - 11/18 | 1/2 | 7/18
B 7/18 - 213 | 4/9
C 1/2 1/3 - | 23
D

11/18 | 5/9 |1/3| -

El dado A gana al B con una probabilidad del 61%, la misma con la que el D gana al A. El dado B
gana al C con la probabilidad del 67%, la misma con que gana C al D.

2.6. Dados tetraedricos
Hasta el momento, todos los ejemplos que hemos mostrado se han jugado con dados cubicos, pero
también podemos encontrar ejemplos con dados de otras formas. En concreto tenemos construido

un juego con dados tetraédricos que sigue la misma filosofia que los anteriores.

En este caso la distribucion de valores es la siguiente:

DadoA|[3|3|3|6
DadoB|2|2|5|5
DadoC |1|4 4|4

Si vemos la suma de las cuatro caras de cada uno de los dados, A suma 15, B, 14y C, 13, lo que nos
puede dar una pista de que A gana a B y este a C. Como siempre,en los ejemplos que estamos
proponiendo, la propiedad transitiva se rompe cuando estudiamos las posibilidades y vemos que el
dado C gana a su vez al A. Veamos ese estudio probabilistico:

Dado/Frentea| A B C
A - | 5/8|7/16
B 3/8 | - | 5/8
C 9/16 | 3/8 | -

El dado A gana al B con una probabilidad del 62%, la misma con la que el B gana al dado C, pero
este Ultimo gana al A con una probabilidad del 56%.

2.7. Construccién del material

La mayoria de los dados anteriores son faciles de construir. Existen dados cubicos blancos en los
que se puede escribir con un rotulador permanente los nimeros que nos interesan. Siempre sale mas
barato construirlos en cartulina o en madera y colocarles los nimeros adecuados, aunque los de
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cartulina hay que rellenarlos de peso 0 no se puede trabajar con ellos. Quizas lo méas rapido sea
comprar un juego de dados de poker, que se puede encontrar muy barato y colocaren las caras
pegatinas con los nimeros correspondientes.

El problema se plantea en la construccion de los dados tetraédricos. Nosotros no conocemos dados
de cuatro caras que estén en blanco para escribir y en los que existen comercializados hay que
escribir el nimero muy pequefio para poder jugar. Para resolver este problema lo que hicimos fue
construir prismas de base cuadrada y que en sus lados figuraran los nimeros correspondientes,
dejando las bases en blanco. Al lanzar estos “dados” sélo se admite como tirada valida la obtencion
de una de las cuatro caras rectangulares. El resultado final lo podemos ver en la imagen siguiente:

3. Ruletas.

Una forma de resolver el problema planteado con la construccion de dados tetraédricos es usar
ruletas. Podemos construir ruletas con cualquier cantidad de nameros, lo Unico necesario es dividir
el circulo de la ruleta en las partes adecuadas y asignar a cada sector el nimero correspondiente.

De esa manera podriamos tener ruletas divididas en cuatro partes y construir facilmente el juego
anterior. Bastaria dibujarlo en un papel y con un clip abierto que girara alrededor de la punta de un
boligrafo colocado sobre el centro del circulo, tendriamos simulada la ruleta.

Pero veamos un juego no transitivo con ruletas.Necesitamos tres ruletas cada una con tres nimeros.
La distribucion seria la siguiente:

RuletaA |17 |8
RuletaB |4|5|6
RuletaC |23 |6

En la imagen siguiente vemos las tres ruletas construidas en madera.




Si estudiamos las probabilidades de que una ruleta gane frente a las otras dos tenemos los siguientes
valores:

Ruleta/Frentea| A | B | C
A - 1213 ]4/9
B /3| - |23
C 59 |1/3| -

VVemos por tanto que la ruleta A gana a la B con un 67% de probabilidades, la B gana a la ruleta C
con las mismas probabilidades y la ruleta C gana a la A con un 56% de probabilidades.

4, Cartas.

Para terminar con este articulo vamos a ver un juego basado en cartas. Este juego ha sido creado por
el campedn sueco de magia Lennart Green (1941 - ).

Consiste en tener un total de 24 cartas agrupadas en cuatro bloques de seis cartas cada uno. La
distribucion de los grupos es la siguiente.

Grupo A:

Grupo B:

Grupo C:

Grupo [: A

La metodologia de este juego es un poco diferente de los anteriores.

Un jugador elige un grupo de cartas y el segundo jugador elige otro cualquiera. A continuacion cada
uno baraja sus cartas y comienzan a jugar colocando cada uno en la mesa, boca arriba, una carta de
su mazo. El jugador cuya carta tenga mayor valor se anota un punto. Gana el jugador que al
terminar las cartas tiene mayor puntuacion.



Si realizamos el estudio comparativo entre cada grupo de cartas obtenemos las siguientes
probabilidades.

Grupo/Frentea| A | B | C | D
A - 12131213113
B 13| - (23|12
C 13113 - |23
D 213112 13| -

Vemos que las probabilidades son exactamente las mismas que en los dados de Efron. El grupo A
gana al B con un 67% de probabilidades, las mismas con las que gana el grupo B al C, el grupo C al
DyelgrupoD al A.

Ademas los grupos B y D empatan entre si y el grupo A también gana al C con un 67% de
probabilidad.

5. iOjo con el azar!

En el caso de la ruleta y los dados, la forma de jugar es siempre la misma, un jugador elige un
elemento, el contrario elige otro de los que quedan, se lanzan los dos elementos y gana el que saque
mayor puntuacion.

Tal como estan planteados los juegos, el segundo jugador en elegir, si conoce las distribuciones,
tiene siempre mayor probabilidad de ganar, por lo que seria un juego de estrategia ganadora. Si no
fuera por el azar.El problema de trabajar con el azar, como todos sabemos, es que aunque haya
mayor probabilidad de salir un nimero que otro, el azar puede hacer que salga el nimero con menor
probabilidad de ganar y gane al contrario. Mayor probabilidad no quiere decir certeza absoluta, para
ello haria falta que la probabilidad fuese 1, es decir, 100 % en término de porcentajes. En aquellos
juegos como las cartas o los dados Efron donde la probabilidad es de 2/3, es bastante seguro que se
acierta con la eleccién. Pero siempre nos podemos encontrar con sorpresas.

Por ello, y dado que las partidas son muy rapidas, lo que solemos hacer es que, una vez que se han
elegido los elementos, estos se lanzan cinco veces seguidas, anotandose en cada caso un punto el
jugador que gana. Al final de las cinco rondas gana quien tenga mas puntuacion.

Lo curioso es cuando le ofrecemos al jugador que elija otro dado o ruleta (y suele escoger la que
hemos tenido nosotros antes)y se asombra cuando nosotros elegimos otra y sin embargo seguimos
ganandole.
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